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Spis tresci

Zestawy zadan podstawowych (zakres podstawowy)

Dla ucznidw, ktérzy nie radzg sobie z naukg na biezaco. Elementarne ¢wiczenia do kazdego tematu
z podrecznika pozwalajg im opanowac¢ podstawowe umiejetnosci, nadrobi¢ ewentualne braki w wie-
dzy i utatwiajg zrozumienie bardziej ztozonych zagadnien, omawianych na kolejnych lekcjach.

Maturalne karty pracy

Pomagaja skutecznie powtdrzy¢ wiadomosci, sprawdzi¢ opanowanie niezbednych umiejetnosci
i nabra¢ wprawy w rozwigzywaniu zadan egzaminacyjnych. Karty pracy s przygotowane zgodnie
z aktualnymi wytycznymi CKE i wzorowane na autentycznych arkuszach egzaminacyjnych.

M+ odgruzowuje

Zestawy zadan ,,na wejscie” do kazdego dziatu podrecznika (dla obu zakresoéw), dzieki ktérym mozna
oceni¢ stan wiedzy i umiejetnosci uczniow po szkole podstawowej, a tym samym dowiedzie¢ sie, jakie
zagadnienia nalezy powtorzyc¢ przed realizacjg nowego materiatu.

Znajdz btad

Zestawy zadan z rozwigzaniami do wszystkich rozdziatéw podrecznikéw (dla obu zakreséw),
w ktorych celowo popetniono bfedy. Zadaniem ucznidw jest je odnalez¢ i skorygowac. Nauka na
cudzych btedach przynosi znakomite rezultaty — uczniowie skutecznie utrwalajg wiedze i uczg sie,
jak sprawdzac samych siebie, zeby unikna¢ btedow.

Testy online

Interaktywne zestawy zadan do wszystkich rozdziatéw podrecznikéw. Po wypetnieniu testu ucznio-
wie od razu widza, ktore zadania rozwigzali poprawnie i mogg pracowac tak dfugo, az podadzg
wiasciwg odpowiedz do kazdego zadania.

Lekcje z wykopem

Zbiér scenariuszy lekgji dla nauczyciela oraz kart pracy dla ucznia, ktérych punktem wyjscia jest
niebanalny matematyczny problem, a punktem dojscia — jego rozwigzanie.

M+ po angielsku

Fragmenty podrecznikéw przefozone na jezyk angielski. Sprawdzg sie nie tylko w oddziatach dwu-
jezycznych, ale takze w zwyktych klasach jako zrédfo dodatkowych prac domowych, zadan konkur-
sowych lub motywujacych.

Rebusy matematyczne
Swietne jako tamigtowki dla dociekliwych i niebanalny pomyst na podsumowanie zajec.

Madre projekty
Propozycje zajmujacych prac badawczych, ktére pomagajg ksztafci¢ umiejetnosci samodzielnego
budowania modeli matematycznych i postugiwania sie nimi.

Matematyka na wielkim ekranie

Karty pracy do filméw fabularnych, ktérych tematyka jest zwigzana z matematyka. Karty zawieraja
zagadnienia, ktére mozna oméwi¢ wspdlnie z uczniami, oraz zadania, zabawy i gry matematyczne
nawigzujgce do tresci filmu.



KLASA 1. ZESTAW ZADAN PODSTAWOWYCH

Dziat: Réwnania, nieréwnosci, ukfady réwnan
Temat: Wielkosci wprost proporcjonalne i odwrotnie proporcjonalne

Zadanie 1. Na uszycie 8 sukienek krawcowa potrzebuje 9,6 metra biezacego materiatu. Oblicz, ile metréow
biezacych materialu potrzebuje na uszycie 5 takich samych sukienek.

Zadanie 2. Kierowca przejechal trase z Gdanska do Wroctawia ze $rednig predkoscia 96 kTm Gdyby zmniej-
szyt predko$¢ o 36 kTm to jechalby o trzy godziny dtuzej. Oblicz, jaka jest odlegto$¢ pomiedzy tymi mia-

stami.
Zadanie 3.
a) Wielkosci x i y sa wielkoSciami odwrotnie pro- b) Wielkos$ci x i y sa wielkoSciami wprost propor-
porcjonalnymi. Wyznacz a i b. cjonalnymi. Wyznacz c i d.
X 2 11,25 a X 3 2,4 c
y 5 b 4 y 6 d 15

Wiecej zadan w Cwiczeniach podstawowych —
z nimi od poczatku roku szkolnego wszystko
i wszystkim dobrze si¢ ukfada.

Kupisz na ksiegarnia.gwo.pl
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KLASA 1. MATURALNA KARTA PRACY

Réwnania, nieréwnosci, uktady réwnan | Zakres podstawowy

Zadanie 1. (0-1)
Dane sa réwnania:
I.‘?’Z—X|=6 IL [x|-4=0 NI 3+ |5+x|=4 IV. 2|x| +8 =16
Wskaz réwnanie, ktére ma inny zbioér rozwiazan niz trzy pozostate.
Wybierz wlasciwa odpowiedz sposréd podanych.

A. réwnanie I B. rownanie II C. réwnanie III D. réwnanie IV

Zadanie 2. (0-2)
Wskaz dwa réwnania, ktorych rozwigzaniem jest liczba niewymierna.

Wybierz dwie wlasciwe odpowiedzi sposréd podanych.

A.2-/3x=5/3+2 D./3x+1)=2+3
B.3\B+%=2\E E. /3x+2/3=2+x
C.2x—-+/3=1-2/3x F./3(x-1)+2x=-2

o\ Zadanie 3. (0-1)

Dana jest nieréwnos¢:
[x-=3]=5

Na ktérym rysunku prawidtowo zaznaczono na osi liczbhowej zbiér wszystkich liczb spetniaja-
cych powyzsza nier6wnos¢?

Zaznacz wlasciwa odpowiedzZ sposréd podanych.

A
B e v B S S S B S S
B e ]
2-1 0123456738 X
2-1 0123456738 X
D L \[AAAAAI
2-1 0123456738 X

o Zadanie 4. (0-1)

Sposrod nier6wnosci A-D wybierz te, ktérej zbiér wszystkich rozwigzan zaznaczono na
osi liczbowej.

: : : l : : :
7 -6 -5 -4 -3 2 -1

O

A |x+2]<2 B.[x-2|<2 CIx+2[>2 D.[x-2[>2

Wiecej zadan w Nowa matura z matematyki.
Arkusze. Zakres podstawowy i rozszerzony.

Kupisz na ksiegarnia.gwo.pl
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Zadanie 5. (0-1)

Sposrdod rysunkéw A-D wybierz ten, na ktéorym prawidiowo zaznaczono na osi liczhowej
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych spelniajacych nier6wnos¢:

[x+1] <2
A' t l t t t l t t t
-6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 X
B } l { l |
-6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 X
C il [ il 1
-6 -5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 X
. . . 1] |
-6 -5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 X

Zadanie 6. (0-2)
Rozwiaz nier6wnos¢. Podaj najwiekszg liczbe calkowita spelniajaca te nier6wnosc.
2x>/5:-x+3/5-6

Zapisz obliczenia.

Zadanie 7.

Dany jest uktad réwnan z niewiadomymi x i y:

{ax—3y=1
—-8x+by=-2

gdzie a i b sg pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Zadanie 7.1. (0-1)

Ocen prawdziwoS$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jeSli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F — jesli jest falszywe.

1. | Dlaa=21ib =6 podany uktad jest nieoznaczony. P F
2. | Dlaa=-81ib =-3 podany uklad jest sprzeczny. P F
Réwnania, nieréwnosci, uktady réwnan | Zakres podstawowy 2
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Zadanie 7.2. (0-3)

Rozwiaz podany uklad réwnandlaa = ¥/-32 - /-2 i b = |- 4 — 5|. Zapisz obliczenia.

Zadanie 8. (0-3)
Uktad réwnan:
2ax+3y =b
-3x+y=a+1
spelniony jest przez pare liczb x =5 i y = 12 dla pewnych liczb rzeczywistych a i b.

Wyznacz liczby a i b. Zapisz obliczenia.

Zadanie 9. (0-2)

Dane sa dwie przecinajace sie proste. Miary katow utworzonych
przez te proste zapisano za pomoca wyrazen algebraicznych

(zobacz rysunek). v

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej
z nich dokonczenie ponizszego zdania bylo prawdziwe.

Uktadem réwnan, w ktérym zapisano prawidtowe zaleznos$ci mie-
dzy miarami katéw utworzonych przez te proste, jest uktad:

A (x+B)+ B =90° C (x+pB)+B=180° E x+B=20-8
| a+B=2a-8 | B=2x-8 "1 180°-x-B)=7
B (x+pB)+ B =180° D o+ B =90° F 3x+ 2 =360°
"x+B=2c-P “(B=2u-P " (2a-B=2p
Réwnania, nieréwnosci, uktady réwnan | Zakres podstawowy 3
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Zadanie 10. (0-1)

Klient banku wyptacit z bankomatu kwote 1040 zt. Bankomat wydat kwote w banknotach o no-
minatach 20 zt, 50zt oraz 100 zt. Banknotéw 100-ziotowych byto dwa razy wiecej niz 50-zlo-
towych, a banknotéw 20-ztotowych byto o 2 mniej niz 50-ztotowych. Niech x oznacza liczbe
banknotéw 50-ztotowych, a y — liczbe banknotéw 20-zlotowych, ktoére otrzymatl ten klient.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Poprawny uktad réwnan prowadzacy do obliczenia liczb x i y to:

{20y+50x+100-2x:1040 C {20y+50x+100-2x:1040
ly=x-2 lx=y-2
{20y+50x+50x-2=1040 D {20y+50x+50x-2=1040
ly=x-2 Tlx=y-2

Zadanie 11. (0-1)

Wriasciciel sklepu kupit w hurtowni 50 par identycznych spodni po x zt za pare i 40 identycz-
nych marynarek po y zt za sztuke. Za zakupy w hurtowni zaptacit 8000 zt. Po doliczeniu marzy
50% na kazda pare spodni i 20% na kazda marynarke ceny detaliczne spodni i marynarki byly
jednakowe.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Cene pary spodni x oraz cene marynarki y, jakie trzeba zaptaci¢ w hurtowni, mozna obliczy¢
z uktadu réwnan:

A {x+y=8000 c {50x+40y=8000
" 10,5x=0,2y "(1,5x=1,2y
{50x+40y=8000 {x+y=8000
" 10,5x =0,2y “11,5x=1,2y

Zadanie 12. (0-3)

Pies goni lisa. Poczatkowa odleglo$¢ miedzy zwierzetami réwna byta 30m. Diugos¢ kazdego
skoku psa jest rowna 2 m, dlugos$¢ kazdego skoku lisa jest réwna 1 m. W czasie, w ktérym lis
wykonuje trzy skoki, pies skacze dwa razy.

Oblicz dystans, po przebiegnieciu ktorego pies dogoni lisa. Zapisz obliczenia.

Réwnania, nieréwnosci, uktady réwnan | Zakres podstawowy 4
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Zadanie 13. (0-2)

Dana jest liczba dwucyfrowa a, w ktérej suma cyfr jest rowna 14. Jezeli zamienimy miejscami
jej cyfry, otrzymamy liczbe o 18 mniejsza od liczby sprzed tej zamiany cyfT.

Oblicz liczbe a. Zapisz obliczenia.

Zadanie 14. (0-3)
Suma liczb rzeczywistych a i b réwna jest 527. Wiemy, ze 8% liczby a jest réwne 7,5% liczby b.

Oblicz liczby a i b. Zapisz obliczenia.

Zadanie 15. (0-1)

Aby zaoraé pole o powierzchni P w ciggu 8 godzin, potrzeba trzech ciagnikéw. Przyjmijmy, ze
kazdy ciaggnik w ustalonej jednostce czasu moze zaorac¢ te sama powierzchnie pola.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jeSli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F — jeSli jest falszywe.

1. | Zaoranie pola o powierzchni P przy pomocy dwéch ciagnikéw P F
zajeloby 12 godzin.

2. | Cztery ciagniki, ktére pracuja o potowe szybciej, zaoralyby to pole P F
w ciggu 4 godzin.

Zadanie 16. (0-1)

Do wykonania pewnej pracy zatrudniono y robotnikéw, ktérzy pracowali przez x godzin.
Gdyby zatrudniono o 6 0sob wiecej, praca zostataby ukoniczona w czasie o 30% krotszym.
Wskaz réwnos¢, ktora opisuje te sytuacje.

Wybierz wlasciwa odpowiedZ sposrod podanych.

_ x _Yy-6 _ x _Yy-6
A. xy =0,7x(y + 6) B. 03X = Ty C.xy =0,3x(y + 6) D. o= Ty
Réwnania, nieréwnosci, uktady réwnan | Zakres podstawowy 5
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KLASA 2. MATURALNA KARTA PRACY

Funkcje | Zakres rozszerzony
- |

Zadanie 1. (0-3)

Funkcja wielomianowa f jest okre$lona wzorem f(x) = ax3 + bx> +cx +d, y
gdzie a, b, ¢ i d sa pewnymi liczbami rzeczywistymi oraz a # 0. Do wy-
kresu funkcji f nalezy punkt P = (-1, 16).

Fragment wykresu funkcji f w kartezjanskim ukladzie wspoélrzednych
(x, y) przedstawiono na rysunku. y=[x

Wyznacz wartos$ci wspolczynnikow a, b, ¢ oraz d. Zapisz obliczenia.

.“1‘ Zadanie 2.
Funkcja g jest okre§lona wzorem g(x) = —%xz +3x-5| dla y

kazdego x € R.

Fragment wykresu funkcji g w kartezjanskim uktadzie
wspoirzednych (x, y) przedstawiono na rysunku (jednostki

pominieto). =9

Zadanie 2.1. (0-2) 0 X

Wyznacz zbiér wszystkich wartos$ci, jakie funkcja g przyjmuje w przedziale <9; 11>. Za-
pisz obliczenia.

Zadanie 2.2. (0-2)

Wyznacz zbiér wszystkich warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie g(x) = |m| ma
dokladnie dwa rozwiazania dodatnie.

Wiecej zadan w Nowa matura z matematyki.
Arkusze. Zakres podstawowy i rozszerzony.

Kupisz na ksiegarnia.gwo.pl
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Zadanie 3.

Funkcja f jest okreSlona wzorem f(x) = [2* — 3| dla kazdego x € R. y |
Fragment wykresu funkcji f w kartezjanskim uktadzie wspotrzed-
nych (x, y) przedstawiono na rysunku (jednostki pominieto). y=f

0 X

Zadanie 3.1. (0-2)

Wyznacz zbiér wszystkich argumentéw, dla ktérych warto$ci funkcji f sa wieksze od 2.
Zapisz obliczenia.

Zadanie 3.2. (0-2)

Wyznacz zbior wszystkich wartoSci parametru m, dla ktérych ré6wnanie f(x) = |m — 1| ma
dokladnie dwa rozwigzania dodatnie.

Zadanie 4.

Dane sg funkcje f' i g. y

e Funkcja f jest okreSlona wzorem f(x) = |log,(x —1)| -1 dla kaz-
dego x € (1;+oo). y=f(x)

e Funkcja g dla kazdej warto$ci parametru m € R przyporzadko-
wuje liczbe rozwiazan réwnania | log,(x — 1)| = m + 1.

Fragment wykresu funkcji f w kartezjanskim uktadzie wspotrzed-

nych (x, y) przedstawiono na rysunku (jednostki pominieto). of [\ X

Zadanie 4.1. (0-3)

Wyznacz miejsca zerowe oraz zbior wartosci funkcji f. Zapisz obliczenia.

Funkcje | Zakres rozszerzony 2

Maturalne karty pracy



Zadanie 4.2. (0-2)

Wyznacz wzor funkcji g oraz naszkicuj jej wykres.

Zadanie 5. (0-3)
Dana jest funkcja f okreslona wzorem:
log; Ix-2| dlaxe <—oo;2)
fx)=
2Ix-1]-3 dlax e (2;+x)

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f. Zapisz obliczenia.

Zadanie 6. (0-3)
Dana jest funkcja f okreslona wzorem:
-x2+4 dla x (—oo;1>
fx)=1x>-4x+6 dlaxe (1;4)

6 dlax e <4 ; +oo)
Wyznacz maksymalne przedzialy monotonicznos$ci oraz zbiér wartosci funkcji f. Zapisz
obliczenia.
Funkcje | Zakres rozszerzony 3
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Zadanie 7. (0-4)

Rozwiaz nierowno$¢ -2(|x| — 1)(x + 2)*(x> — 1) > 0. Zapisz obliczenia.

Zadanie 8. (0-4)
Dana jest nieréwnos$¢ z niewiadoma x i parametrem p € R:
-2x+p)X>+3x+2) <0

Oblicz, dla jakiej warto$ci parametru p zbiorem rozwigzan tej nieréwnosci jest przedzial
(—1 ; +oo). Zapisz obliczenia.

Zadanie 9. (0-4)
Dane sg funkcje f i g okre§lone wzorami dla kazdej liczby rzeczywistej x:
F(x)=-3(x-23(x+1)(x*> +4x + 4) gx)=x>-4x>+3x-12

Wyznacz wszystkie argumenty x, dla ktorych funkcje f i g przyjmuja jednocze$nie war-
tosci ujemne. Zapisz obliczenia.

Funkcje | Zakres rozszerzony 4
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Zadanie 10. (0-2)
Wyznacz wszystkie liczby x, dla ktorych spelniona jest r6wnosSc:

log, (log; (log, (x* +7))) = 2°®27 -6
Zapisz obliczenia.

Zadanie 11. (0-3)

Dana jest funkcja f okreSlona wzorem f(x) = 5 + 2log;(x — 2p?) dla kazdej liczby rzeczywistej
X > 2p?, gdzie p jest pewna liczba rzeczywista.

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru p, dla ktérych punkt A = (+/3 + 4, 6) nalezy do
wykresu funkcji f. Zapisz obliczenia.

Zadanie 12. (0-3)

Niw

Wykaz, ze nieréwno$¢ 2*° - (\/§> b % spelniona jest dla kazdej liczby x € R.

Zadanie 13. (0-4)

Wyznacz dziedzine funkcji f okreslonej wzorem f(x) = log,. _,(x® + 5x2 — 6x). Zapisz obliczenia.

Funkcje | Zakres rozszerzony 5
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M+ ODGRUZOWUIE

ROWNANIA, NIEROWNOSCI, UKLADY ROWNAN

Zadanie 1. Wiadomo, ze proste I i k sg rownolegte (zob. rysunek).

1

x+15°

2x k

Ktére ré6wnanie pozwala obliczy¢ x?

A.2x=x+15° B.2x+x+15°=90° C.2x+x+15°=180° D. 2x(x+15°) =0°

Zadanie 2. Wskaz liczbe, ktéra jest rozwigzaniem réwnania w =2(x+3)-1,25.

A0 B. -2 C.2 D. —%

Zadanie 3. Na ktérej osi liczbowej przedstawiono zbiér liczb spetniajacych warunek x > 2?

A. C
b f f f f )
-2 0 2 -2 0 2
B D.
j T T : T
-2 0 2 -2 0 2

Zadanie 4. U6z odpowiednie réwnanie.
a) Liczba o 3 wieksza od liczby x jest 3 razy wieksza od liczby x.
b) 120% liczby x jest o 7 wieksze niz potowa liczby x.

¢) Jezeli zmniejszymy liczbe x 0 30%, to otrzymamy liczbe o 8 od niej mniejsza.

Zadanie 5. Wyznacz b ze wzoru R = ‘Z—%f. Zapisz odpowiednie zalozenia.

12
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Zadanie 6. Wyznacz x z podanego wzoru.

= 8(d-2x) =_2_ = 2x_
3 R 4 b y=35 A Y=

Zadanie 7. Rozwiaz réwnanie.

a) 2(5x-4)-5(x-3)=x-2(3x-0,5) ) %_%:X.Fs
b) x-2(x-1)=0,2(1 - 2x) d) %—2X8+1=%(2—x)

Zadanie 8. Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraicznej.

a) (x+2)2-3(x-1)x+2) ) (2a-3)2-4Q3a+2)?
b) y-4)y+4)+Q2-y)2+y) d) 2x-1)3+3x(x+1)?

M+ odgruzowuje

13
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Zadanie 9. Rozwiaz réwnanie.

a) X+2)x-1)=x2+5x-8

¢ (@+2)a-2)-5a=12+a>

b) 2a+a’-al+a)=a+18 d) (x-1)2=x2-5

Zadanie 10. Dopisz prawa strone réwnania 15x — 5(2 + 3x)
réwnanie:

a) mialo jedno rozwigzanie,
b) miato nieskonczenie wiele rozwigzan,

¢) nie mialo rozwigzania.

Zadanie 11. Rozwigz pierwsze row-
nanie. W drugim réwnaniu uzupelnij
brakujace zapisy tak, aby oba réwna-
nia byly réwnowazne.

@ %(2—x)=5

tak, aby otrzymane

M+ odgruzowuje



ZNAJDZ BtAD

FUNKCJE ZAKRES PODSTAWOWY

Zadanie 1. Tomek stwierdzit, ze zadne z ponizszych réwnan nie ma rozwigzan. Oto jego
rozwigzania. Czy sg poprawne? Je$li nie, popraw je.

Réwnanie A Réwnanie B Réwnanie C Réwnanie D Réwnanie E
GX+1 = 3. DX 42x+2 (2X)2 % = 3x+2 2X.5X = 10-10% DX . 23 — 23x+1
6x+1 = gx 42Xx+2 — 42X X = 3x+2 10X = 10X+1 23x — 23x+1
x+1=x 2X +2 =2X X=X+2 x=Xx+1 3x=3x+1
1=0 2=0 0=2 0=1 0=1
réownanie rownanie rownanie réownanie rownanie
sprzeczne sprzeczne sprzeczne sprzeczne sprzeczne

Znajdz bfad

15




Zadanie 2. Na rysunku obok przedstawiono wykres

16

funkciji y = f(x). v = f(x)
Ktore z ponizszych wykresdw narysowano btednie? i
Dorysuj poprawne wykresy. )
X
a) y=-flx-3) b) ¥ =f(=x-3) Q) y=-fx)
y )4 y
N y=[fx).1] /> %
4 \‘ y = 'f( ’ \‘ ’ — (}
1 ’ 1 i 1
L X X
Znajdz bfad



ZNAJDZ BtAD

ROWNANIA, NIEROWNOSCI, UKEADY ROWNAN ZAKRES ROZSZERZONY

Zadanie 1. Znajdz bledy w rozwiazaniach rownan. Podaj poprawne rozwiazania.

Réwnanie A Réwnanie B

0,5x-2 _ 5-x 3x-1_ 3x-1

4-x 2x—-7 x+4 X+7

Mnozymy ,na krzyz” i otrzymujemy Zalozenia: x # -4 ix#-7
rownanie: Liczniki obu utamkow sg réwne, wiec aby
(0,5x-2)2x - 7)=(4 - x)(5-X) zachodzila réwno$¢ ulamkow mianowniki
x2-3,5x —4x+14 =20 - 4x — 5x + x2 tez musza by¢ réwne.
X2 -75x+14=20-9x+x2 Zatem:
1,5x =6, stad x=4 X+4=x+7,czyli 4=7
Rozwiazaniem rownania jest x = 4. Wynika stad, ze jest to réwnanie sprzeczne.

Rownanie C

x?)fxs = XZTXS zalozenie: x # 5
Dzielimy obie strony rOwnania przez x i otrzymujemy rownanie:
Mnozymy ,na krzyz” i otrzymujemy rOwnanie: 3x — 15 =2x—10. Stad x =5.

Otrzymana warto$¢ x jest sprzeczna z zalozeniem, wiec réwnanie jest sprzeczne.

Zadanie 2. Z r6wnania |x| = 9 wynika, ze x = 9 lub x = -9. Darek zastosowat podobne ro-
zumowanie, rozwiazujac ponizsze roOwnania. Sprawdz otrzymane przez niego rozwigzania.
Czy ktores$ jest poprawne?

Réwnanie 1. Réwnanie 2. Réwnanie 3.
x| =x-1 IX|=x+1 x| =2x-1
x=x-11lub x=-(x-1) x=x+11lub x=-(x+1) x=2x-11lub x=-(2x-1)
0=-11ub 2x=1 0=1 lub 2x=-1 -x=-11ub 3x=1
-1 -_1 = -1
X=5 X 5 x=1 lub x 3

Znajdz bfad 17
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Zadanie 3. Czy ponizsze réwnania rozwigzano poprawnie? JeSli nie, to zapisz wtasciwe
rozwigzania.

Réwnanie 1. Réwnanie 2. Réwnanie 3.

Ix-1]=|x+1]| Ix-1]=]1-x]| Ix+1l=x+1

x—-1l=x+1 x—-1=1-x X+1l=x+1

-1=1 2x =2 0=0

Réwnanie nie ma x=1 Rozwigzaniem réwnania

rozwigzan. Jedynym rozwiazaniem jest dowolna liczba
roéwnania jest x = 1. rzeczywista.

Zadanie 4. Trzech uczniéw wyjasniato, jak rozwigzali uklad réwnan:

2x+3y=5
3x+2y=0

Czy ktéry$ z nich rozwiazat uktad poprawnie? Wyjasnij, na czym polegaja btedy, ktoére
popemili.

Filip: Dodatem stronami te réwnania i otrzymalem: 5x + 5y = 5, a po podzieleniu obu
stron przez 5: x+y = 1. Oznacza to, ze uklad ma nieskonczenie wiele rozwigzan i jest nim
kazda para liczb, ktéra spelnia warunek x +y = 1.

Grzegorz: Pomnozylem stronami te rownania i otrzymalem: 6x2+6y? = 0, a po podzieleniu
obu stron przez 6: x% + y? = 0. Jedyna parg liczb, ktora spelnia réwnanie x2 + y? = 0, jest
para liczb x = 0, ¥y = 0. Oznacza to, ze uklad ma jedno rozwigzanie i jest nim para
liczb x =0, y =0.

Henryk: Odjalem stronami te rOownania i otrzymatem: —x + y = 5. Oznacza to, ze uktad
ma nieskonczenie wiele rozwigzan i jest nim kazda para liczb, ktéra spelnia warunek
-X+y=>5.

Znajdz bfad



Testy online. Rdwnania, nierownosci, uktady rownan (zakres podstawowy)

Zadanie 1
Rozwigzanie rownania (4x—3)(3+4x)=4x(4x—1,5) nalezy do przedziatu:

(154)
(-2
<—1;1>=
{0;2%)

Zadanie 2

Ktére z ponizszych réwnan jest sprzeczne?

r _ r432
r—2 r—3

(r+1)% = z(z+2)

Zadanie 3
Potitrowy stoik miesci 0,7 kg miodu. Do 0,2 litrowego stoiczka mozna zmieScic:
0,28 kg tego miodu
0,3 kg tego miodu
0,4 kg tego miodu
0,35 kg tego miodu

Zadanie 4

lle liczb naturalnych spetnia nierowno$¢ (2x—1)2—3z(r—3)<(x+2)%?
trzy liczby
nieskonczenie wiele liczb

dwie liczby
cztery liczby

Zadanie 5
lloczyn liczb spetniajgcych rownanie |2x—5|=3 to:
1
-4
4
5

Zadanie 6
Ktéra z nierébwnosci ma wsrdd rozwigzan najwiecej liczb catkowitych?
|3x+2| <3
|44-4a]<3
|2z—4|<6
|z —4| <5

Testy online. Réwnania, nieréwnosci, uktady réwnan (zakres podstawowy)
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Testy online. RGwnania, nieréwnosci, uktady réwnan (zakres podstawowy)

Zadanie 7
Rozwigzaniem uktadu réwnan {gg;?&i% — 1 jest para liczb, ktorych suma wynosi:
i i7
—20,2
!
23

Zadanie 8
. , [By—bEr=k _ . . -
Aby ukfad réwnan { T—y=3 byt nieoznaczony, litere k nalezy zastgpiC liczbg:
Nie ma takiej liczby.
i)
5
15

Zadanie 9
Wymiary dna prostopadto$ciennego basenu to 4m x 8m. Z kranu leci woda z szybkoscig 40
litrow na minute. Jak dtugo kran musi by¢ odkrecony, aby poziom wody w basenie wyniost
1,5m?

0,5 godziny

1,2 godziny

20 godzin

12 godzin

Zadanie 10
Piotr i Pawet oszczedzajg na wycieczke. Kwota zaoszczedzona przez Piotra jest o 25%
mniejsza niz oszczedno$ci Pawta. Pawet ma o 40 zt wiecej niz Piotr. Jakg kwote zaoszczedzil
facznie?

300 zt

280 zt

240 zt

200 zt
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Testy online. Funkcje (zakres rozszerzony)

Zadanie 1
Funkcja f , ktorej wykres przedstawiono na rysunku, opisana jest wzorem:

i
1+
1 X
_ [22—z—2 dla zE(—c0;2> f@)= r2—r—2 dla rE(—o0;i>
flo)= —2r+4 dla 1E(2+00) | 2r—4 dla r&(2+4oo)
_|—ai-z42 dla s&(—e0;2> _|—ai-z42 dla s&(—e0;2>
F@=1 _3s44 dla ze(2+00) F@=1 97-4 dla z€(2+oo)
Zadanie 2
Rozwigzaniem nierdwnosci (#2—2)(—z2+r+20) >0 jest zbior:
(—oo;—4)IU<E;+co) <=4 2035 (—oo;—4)U<2;+00) (—oo;—2)U<5;+00)

Zadanie 3
Dziedzing funkcji ¥ = \)‘m?—l—Zx—lS—i—% jest zbior:

(—eo;—E=U<3;400) (—oo;—E>U(3;400) <—5;3) <—5;3>

Zadanie 4
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji wielomianowej  =W{zx), ktéra ma dwa miejsca zerowe. Wskaz zdanie fatszywe.

W szystkie pierwiastki wielomianu 1 =T¥{x) sg parzystokrotne.

Wspdtczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej w wielomianie i = W7 (x) jest liczba ujemna.
Jeden z pierwiastkéw wielomianu v = V() jest trzykrotny.

Wielomian ¢ =T (x) jest co najmniej czwartego stopnia.

Testy online. Funkcje (zakres rozszerzony)
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Testy online. Funkcje (zakres rozszerzony)

Zadanie 5
Wielomian W(x) ma tylko dwa pierwiastki: liczba —2 jest jego trzykrotnym pierwiastkiem, a liczba 3 — dwukrotnym. Wspotczynnik @
przy najwyzszej potedze zmiennej & tego wielomianu jest dodatni. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci ¥¥{(x) <0 jest:

(—o0;—2)

{(—%3)

(—o0;—2)U(3;+c0)

(33400)

Zadanie 6
Dane sa dwie funkcje f(a;):(%j]x_l oraz g(x)=log,(z+2) . Wskaz zdanie prawdziwe.
Wykres funkcji ' ma dwie asymptoty o rownaniach ¥ =—1 i =0, a wykres funkcji ¥ ma jedng asymptote o réwnaniu z=—2.
Wykres funkcji | ma asymptote o réwnaniu x =1, a wykres funkcji § — asymptote o réwnaniu v =12 .
Wykres funkcji | ma asymptote o réwnaniu ¥ =—1, a wykres funkcji 9 — asymptote o rownaniu x=—12.
Wykresy funkcji f i 4 nie majg asymptot.

Zadanie 7
Wykresy funkcji y=3""1 i y= Jﬁ(%f przecinajg sie w punkcie o wspdtrzednych:
CR D)
(=3 3/3)
(1} v3)
(7 343)

Zadanie 8

Wskaz réwnanie, ktdrego rozwigzanie jest liczbg dodatnig.
2°_or
a — 3
5

®)O =%
logg olz—2)=3
loga(ﬁ—i-%):—ﬁ

Zadanie 9
Rozwigzanie rownania leg,=+legps3=1eg,5 nalezy do przedziatu:
< 200;230>>
<3100
<0;%>
<1;2>

Zadanie 10

Kolonia bakterii poczatkowo liczyta 2000 bakteri, a co trzy godziny ich liczba rosta o 50%. Po uptywie doby ich liczba:
nie mozna oszacowac tej wielkosci
bedzie mniejsza niz 50000
bedzie wieksza niz 50000
bedzie réwna 50000
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Czy to prawdziwy da Vinci?

Opis: Na tej lekcji odkryjemy, w jaki sposob matematyka moze by¢ wykorzystywana do badania wieku obiektow.
Za pomocg funkciji wyktadniczej i logarytmicznej mozna rozwigzywac zadania dotyczace pojecia rozpadu promie-
niotworczego pierwiastkow. Problemy te pozwalajg w praktyce wykorzystac nabyte przez uczniow umiejetnosci
przeksztatcania wyrazen, szkicowania wykresow, rozwigzywania rownan i nierownosci wyktadniczych i logaryt-
micznych.

Uwagi: Zajecia przeprowadzamy, gdy uczniowie znajg definicje potegi o wykfadniku wymiernym oraz logarytmu,
potrafig wykonywa¢ dziatania na potegach o wykfadnikach wymiernych i na logarytmach, umiejg rozwigzywac
nierdwnosci wyktadnicze, znajg pojecie funkciji wykfadniczej. Rozwigzujac zadania, korzystamy z kalkulatorow.

Przebieg lekcji:

1. Nauczyciel: Czy to prawdziwy da Vinci? Do naszych czasow przetrwato zaledwie 15 prac, ktdre z catg pewno-
§cig wyszty spod pedzla wioskiego geniusza. Istniejg poza tym co najmniej trzy inne dzieta, o ktorych autorstwo
podejrzewa sie renesansowego malarza. Zbawiciel Swiata (kontrowersje zwigzane z ustaleniem pochodzenia nie
przeszkodzity w sprzedazy obrazu za 450 milionow dolarow!), Portret Izabeli d’Este, o ktdorym my$lano, ze w
ogole nie powstat (w Luwrze przechowywany jest jego szkic), oraz Cud Swigtego Donata z Arezzo, ktory mogt
miec¢, poza da Vinci, az dwoch ojcow — Andreg del Verrocchio lub Lorenza di Credi.

Leonardo da Vinci Zbawiciel Swiata Archiwum GWO Leonardo da Vinci Portret Izabeli d’Este Archiwum GWO

Leonardo da Vinci Cud Swietego Donata z Arezzo Archiwum GWO
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Wigcej informacji o skomplikowanych losach wymienionych dziet uczniowie znajdg na podanych stronach.

Zbawiciel Swiata
https://onebid.pl/aktualnosci/Historia-jednego-obrazu-Salvator-Mundi-Leonadro-da-Vinci

Portret [zabeli d’Este
https://www.tvp.info/18833036/nieznany-obraz-leonarda-odnaleziony-po-wiekach-w-bankowym-sejfie-w-szwajcarii

Cud Swigtego Donata z Arezzo
https://kultura.onet.pl/wiadomosci/malowidlo-z-worcester-art-museum-to-jednak-dzielo-leonarda-da-vinci/817jh47

W jaki sposob mozna odkryc, kto namalowat obraz, jesli nie jest on podpisany (ba, podpis tez nie daje zadnej gwarancji)?

Mozemy poprosi¢ uczniow, aby dowiedzieli sie, w jaki sposob datuje sie rozne stare obiekty. Uczniowie moga
miec¢ na ten temat wiedze i warto jg wykorzystac.

Metody datowania

- 100 10000 1000000 100 000 000
V' N VN A A

obecnie b - - - -

10 1000 100 000 10000 000 1000 000 000
Metody izotopowe
Uranowo ofowiowa (mineraly) 1 milion do 4,5 miliarda lat
Rubidowo  strontowa (mineraty) 60 miliondw do 4,5 miliarda lat
Potasowo ~ argonowa (mineraty) 10 do 3 miliardw lat
Nierownowaga szeregu uranowego (mineraly, muszle, kosci, zeby, korale) 0 do 400 000 lat
Radioweglowa C 14 (mineraly, muszle, drewno, kosci, zgby, woda) 0 do 400 000 lat *

. - q *50 000 lat przy uzyciu spektometrii masowe]
Metody oparte na ekspozycji na promieniowanie Rrzy 2yeu 5p ! !

Metoda trackowa ~$lady rozszczepienia (mineraty, naturalne szkliwo) 500 000 do 1 miliarda lat
Termoluminescencja (mineraly, naturalne szkliwo) i optycznie wzbudzana luminescencja od 0 do 500 000 lat

Rezonans spinu elektronowego (mineraly, szkliwo zgbéw, muszle, korale) od 1000 do miliona lat

Inne metody

Paleomagnetyczna skala czasu (mineraty) 780 000 do 200 milion6w lat
Racemizacja aminokwasow (muszle, inne szkielety weglanowe) od 500 do 300 000 lat

Uwodnienie krzemionki (naturalne szkliwo) 0d 500 do 200 000 lat

Dendrochronologia (sfoje drewna) od 0 do 12 000 lat

Lichenometria (porosty) 100 do 9 000 lat

Uwaga: W sprzyjajacych warunkach badania dang metoda moga by¢ datowane réwniez miodsze i starsze mineraty, choc zwykle kosztem mniejszej doktadnosci wynikow.

Carl Zimmer, lle lat ma..., ,National Geographic POLSKA”, 9/2001, ss. 92-93.

Nauczyciel: Jak to jest mozliwe, ze naukowcy potrafig okreslic wiek zwierzat, ktore umarty tak dawno temu,
albo ustali¢ wiek budowli zbudowanych w tak odlegtych czasach?

W materii zywej wystepuje w niewielkiej ilosci radioaktywny izotop wegla-14 (4C). Tworzy sie on w sposob
ciggty w wyzszych partiach atmosfery w wyniku zderzania neutronow (powstatych podczas bombardowania
atomow przez promienie kosmiczne) z atomami azotu. Jednocze$nie obecny w przyrodzie “C rozpada sie
do azotu, emitujgc przy tym elektrony. Rezultatem tych procesow jest state i okreslone stezenie wegla '“C
oraz dwutlenku wegla “C0O, w atmosferze. Wszystko, co zyje na Ziemi, zawiera okreslony stosunek wegla
,ZWykiego” '2C i radioaktywnego '“C.

Badania probek pobranych ze $wiezo Scietych drzew w roznych miejscach kuli ziemskiej wykazujg taki sam
procent zawartosci “C. W momencie, gdy Zywy organizm umiera, zaprzestaje pobierania radioaktywnego wegla
Z atmosfery i jego poziom spada z biegiem czasu. Wiadomo, ze rozkfad radioaktywnego wegla nastepuje wyktad-
niczo wzgledem czasu, a okres potowicznego rozpadu tego izotopu wynosi 5700 lat. Naukowcy okre$lajg wiek
znaleziska przez porownanie stgzenia '*C w znalezisku archeologicznym ze stezeniem “C w zywych organizmach.
Ta technika, wykorzystywana przez archeologow do ustalania wieku budowli zawierajgcych elementy materiatow
pochodzenia organicznego, przez paleontologow zas do ustalania wieku prehistorycznych zwierzat, nazywa sie
datowaniem za pomocg wegla-14. Pozwala ona siega¢ wstecz mniej wigcej 40 000 lat.

Lekcje z wykopem
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2. Nauczyciel: Aby odpowiedzie¢ na pytanie zadane w temacie lekcji, zacznijmy od prostych zadan.

3. Zadanie: W ulu jest 100 pszczot. Wiadomo, ze ich populacja podwaja sie w ciggu jednego miesigca.
Ktore z wyrazen: 100-52 , 100-2°, (100-2)° , (100-5)* przedstawia liczbe pszczot po 5 miesigcach?

Rozumujemy tak: po miesigcu pszczot jest 200, po 2 miesigcach — 400, ..., po 5 miesigcach — 3200 = 100 - 2°.
UogolIniamy z uczniami badang zalezno$¢. Niech NV oznacza liczbe pszczot po ¢ miesigcach, wiedy mamy:

N(t)=100 - 2.
4. Zadanie: Populacja pewnej kolonii ptakow liczacej obecnie 250 sztuk potraja sie co 10 lat. Ktdre z wyrazen:
n 10

250-310" 250.n30 250.310, 250.3n przedstawia liczbe ptakow po n latach?

Rozwigzujgc zadanie, uczniowie mogg sprobowac ,dopasowac” wzor. Po 10 Ia’[alcb0 bedzie 750 = 250 - 3
ptakow, po 20 latach — 2250 = 250 - 32. Zatem szukane wyrazenie ma postac 250 - 37,

5. Nauczyciel: Interesujgcym przyktadem zastosowania zalezno$ci wyktadniczej jest rozpad promieniotworczy.
Tempo takiego rozpadu opisane jest przez czas (okres) potowicznego rozpadu (zaniku), ktory mowi, po jakim
okresie zostaje pofowa radioaktywnej substanciji. Zatozmy, ze czas pofowicznego rozpadu pewnej substancji

wynosi 20 dni, a mamy do dyspozyciji 5 gramow tej substancji. W takim razie po 20 dniach mamy 5 %
t

, *
po 40 dniach zostato 5(3) i ogolnie po t dniach bedzie 5~[1] 2 gram substancji. Zadajmy sobie teraz

t
to mozemy zapisac zaleznosé: K(t) = 5@ 2

6. Zadanie: Resztki szkieletu mamuta znalezionego w tundrze majg zawarto$¢ wegla-14 rowng 13% tego, ktory
majq obecnie zyjace organizmy. Oszacuj, kiedy zyt ten mamut.

Niech K oznacza stezenie **C w organizmie w zaleznosci od czasu, a K, stezenie "“C w atmosferze, czyli
takze w momencie Smierci mamuta. Efekt zmiany stezenia wegla-14 w czasie mozemy zapisac nastepujaco:

K(t) = Ko [;js;"o

t

K@

7 tresci zadania wiemy, ze " log0,13

13 stad 013 = ( j57°° czyli t=5700-
T100° log0,5

~16777 [lat].
0

Zatem zwierze zyto okoto 17 tysiecy lat temu.

7. Nauczyciel: W roku 2018 na rynku sztuki pojawit si¢ nowy obraz. Sensacja! Wykorzystano metode datowa
nia weglem '“C, pobrano probki farby i okazato sig, ze zawierajg 96% poczatkowej zawartosci izotopu.
Czy jest mozliwe, aby zostal namalowany przez wspaniatego Leonardo da Vinci?
t

096 = (1)
96=(3)

logO 96

t =5700- Tog 0.5

~ 336 [lat]

Obraz zostat namalowany okoto 336 lat temu. Leonardo da Vinci zyt w latach 1452—1519. Niestety nie jest
to obraz tego malarza!

Podsumowanie

Nauczyciel: Na tej lekcji mielisSmy okazje zobaczy¢ bardzo praktyczne zastosowanie wiedzy matema-
tycznej w sytuacji rzeczywistej. Znajomosc¢ funkcji wyktadniczych pozwala bada¢ autentycznoSc obra-
zow. | nie tylko. Narzedzia te stosuje sie do bardzo waznych dla ludzi badan historycznych.
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Czy to prawdziwy da Vinci?

Krok 1: Czy to prawdziwy da Vinci? Do naszych czasow przetrwato zaledwie 15 prac, ktore z catg pewnoscig
wyszty spod pedzla wtoskiego geniusza. Istniejg poza tym co najmniej trzy inne dziefa, o kidrych autorstwo
podejrzewa sie renesansowego malarza. Zbawiciel Swiata (kontrowersje zwigzane z ustaleniem pochodzenia
nie przeszkodzity w sprzedazy obrazu za 450 milionow dolarow!), Portret lzabeli d’Este, o ktorym my$lano, ze
w 0gole nie powstat (w Luwrze przechowywany jest jego szkic), oraz Cud Swigtego Donata z Arezzo, ktory mogt
mie¢, poza da Vinci, az dwoch ojcow — Andree del Verrocchio lub Lorenza di Credi.

Leonardo da Vinci Zbawiciel Swiata Archiwum GWO Leonardo da Vinci Portret lzabeli d’Este Archiwum GWO

Leonardo da Vinci Cud Swietego Donata z Arezzo Archiwum GWO

Wiecej informaciji o skomplikowanych losach wymienionych dziet znajdziesz na podanych stronach.

Zbawiciel Swiata
https://onebid.pl/aktualnosci/Historia-jednego-obrazu-Salvator-Mundi-Leonadro-da-Vinci

Portret Izabeli d’Este
https://www.tvp.info/18833036/nieznany-obraz-leonarda-odnaleziony-po-wiekach-w-bankowym-sejfie-w-szwajcarii

Cud Swigtego Donata z Arezzo
https://kultura.onet.pl/wiadomosci/malowidlo-z-worcester-art-museum-to-jednak-dzielo-leonarda-da-vinci/817jh47
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Krok 2: Jak to jest mozliwe, ze naukowcy potrafig okreslic wiek zwierzat, ktore umarty tak dawno temu, albo
ustali¢ wiek budowli zbudowanych w tak odlegtych czasach?

W materii zywej wystepuje w niewielkiej ilosci radioaktywny izotop wegla-14 (4C). Tworzy sie on w Sposob
ciggty w wyzszych partiach atmosfery w wyniku zderzania neutronow (powstatych podczas bombardowania
atomow przez promienie kosmiczne) z atomami azotu. Jednocze$nie obecny w przyrodzie “C rozpada sie
do azotu, emitujgc przy tym elektrony. Rezultatem tych procesow jest state i okreslone stezenie wegla '“C
oraz dwutlenku wegla “C0O, w atmosferze. Wszystko, co zyje na Ziemi, zawiera okreslony stosunek wegla
,ZWykiego” '2C i radioaktywnego '“C.

Badania probek pobranych ze $wiezo Scietych drzew w roznych miejscach kuli ziemskiej wykazujg taki sam
procent zawartosci '“C. W momencie, gdy zywy organizm umiera, zaprzestaje pobierania radioaktywnego wegla
Z atmosfery i jego poziom spada z biegiem czasu. Wiadomo, ze rozkfad radioaktywnego wegla nastepuje wyktad-
niczo wzgledem czasu, a okres potowicznego rozpadu tego izotopu wynosi 5700 lat. Naukowcy okre$lajg wiek
znaleziska przez porownanie stgzenia '*C w znalezisku archeologicznym ze stezeniem “C w zywych organizmach.

Ta technika, wykorzystywana przez archeologow do ustalania wieku budowli zawierajgcych elementy materiatow
pochodzenia organicznego, przez paleontologow zas do ustalania wieku prehistorycznych zwierzat, nazywa sie
datowaniem za pomocg wegla-14. Pozwala ona siega¢ wstecz mniej wigcej 40 000 lat.

Krok 3: W ulu jest 100 pszczot. Wiadomo, ze ich populacja podwaja sie w ciggu jednego miesigca.
Ktore z wyrazen: 100-52, 100-2°, (100-2)°, (100-5)* przedstawia liczbe pszczot po 5 miesigcach?

Krok 4: Populacja pewnej kolonii ptakow liczacej obecnie 250 sztuk potraja sig co 10 lat. Ktore z wyrazen:
n 10
250-310" 250.n30 250.310, 250.3n przedstawia liczbe ptakw po n latach?

Krok 5: Resztki szkieletu mamuta znalezionego w tundrze majg zawartos¢ wegla-14 rowng 13% tego, ktory maja
obecnie zyjace organizmy. Oszacuj, kiedy zyt ten mamut.

Krok 6: W roku 2018 na rynku sztuki pojawit sie nowy obraz. Sensacja! Wykorzystano metode datowa-
nia weglem ™C, pobrano probki farby i okazato sie, ze zawierajg 96% poczatkowej zawartoSci izotopu.
Czy jest mozliwe, aby zostat namalowany przez wspaniatego Leonardo da Vinci?

Podsumowanie

Na tej lekcji miafte$ okazje zobaczy¢ bardzo praktyczne zastosowanie wiedzy matematycznej w sytuacii rzeczy-
wistej. Znajomosc funkcji wykfadniczych pozwala badac autentycznoS¢ obrazow. | nie tylko. Narzedzia te stosuje
sie do bardzo waznych dla ludzi badan historycznych.

Lekcje z wykopem
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SYSTEMS OF EQUATIONS

Look at the drawings. Let’s try to answer the question:

How much does one brick weigh, and how much — one hollow brick?

Assume the following designations:
x — mass of the brick (in kg)
vy — mass of the hollow brick (in kg)
The information given in the drawings can be expressed by two equations:
3x+y=11 x+2y=12
To determine the mass of brick and hollow brick, we need to find a pair of

numbers x and y that meets both equations simultaneously. This problem
can be written in the form of so-called system of equations.

3x+y=11 We write the equations one below the other
X+2y =12 and bind them with a brace.

Let us first consider the first equation of this system of equations. It is
easy to check that 3x + y = 11 will be satisfied by the pair x =3, y = 2, and
also x = 2,5, y = 3,5. You can find many pairs of numbers that satisfy this
equation.

a) Replace the symbols with appropriate numbers so that the ob-
tained pairs of numbers satisfy the equation 3x+y =11.

x=1 and y=® x=@ and y=5 x:%and y=4d
b) Give examples of pairs of numbers that satisfy the equation x + 2y = 12.

¢) Which of the pairs of numbers obtained in sub-point a) also satisfies the
equation x + 2y =127

Solving the above exercise, it can be seen that the pair of numbers x = 2
and y = 5 satisfies both the first and the second equation. So, we have an
answer to our question: the brick weighs 2 kg, and the hollow brick 5 kg.

20 EQUATIONS, INEQUALITIES, SYSTEMS OF EQUATIONS
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Systems of equations serve
to express and solve prob-
lems, in which there are
more than one unknown.

Examples of systems of equations:

5(2x+y=7 X+y=3
x-3y=5 3v=4s
=2v+10 y-z=4
§ 2X+z=5

If the system consists of two equations with two unknowns, then a pair of
numbers that satisfies both of these equations at the same time is called a
solution of the system of equations.

From the history

Solving systems of equations has
been dealt with already over 3000
years ago! The oldest examples of
equation systems come from clay

However, the methods of solving
them invented by ancient accoun-
tants are not much different from
the methods used today.

tablets discovered during archaeo-
logical excavations in the area of
ancient Babylonia. These systems
are written in a cuneiform script,
which in no way resembles contem-
porary mathematical symbolism.

One of the methods for solving systems of equations is the substitution
method, which is illustrated in the example below.

EXAMPLE 1 Solve the system of equations.

{x+4y 0
2x+3y =25
We solve the first equation for x. Using the
=-4y equality x = =4y in the second equation, in-
(-4y)+3y =25 stead of x we substitute —4y.
{ X=-4y
S5y =25
We rewrite the first equation, and the second
{X -4y equation (with one unknown y) we solve.
y=
X = —4 X (=5) Because y = -5, so, we can calculate x (from
y = the first equation).
X = Solution of the system of equations is the
y = pair of numbers x =20 and y = -5.

3x-y=0

PROBLEM Solve the system of equations:
2y -5x=4

SYSTEMS OF EQUATIONS 21
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When solving a system of equations using the substitution method, you
can allow yourself to simplify the recording. When we get the equation
with one unknown, we can solve it separately, without rewriting the two
equations every time.

DI R Solve the system of equations.

{ 2(x+1) =3y
y+2x=10

2x+2 =3y The first equation is transformed, the second
{ y=10-2x equation is solved for y.

2x+2=3(10-2x)
2x+2=30-6x In the first equation, we substl.tute 10 — 2x in
place of y and solve the equation obtained.

8x =28
x=3,5
To calculate the value of y, we insert 3,5 in-
y=10-2x3,5 stead of x into the equation y =10 -2x.
{X= 3,5 Solution of the system of equations is the
y=3 pair of numbers x =3,5 and y = 3.

PROBLEM Solve the system of equations by the substitution method.

) {x=2y ) {y—3x=2
a x+4y=12 2x -5y =3

The next examples present a different way of solving systems of equations
— the method of opposite coefficients.

DINIINIER Solve the system of equations.

Coefficients at unknown y are opposite num-

2x+6y =15 bers; we add the left and right sides of both
+ [3x-6y =25 equations, thus getting rid of one unknown,
because 6y + (-6y) = 0.
5x =40
x=38 The obtained value of x (number 8) is put
in place of x to one (arbitrary) equation of
2x8+6y=15 the system and we calculate the value of the
unknown y.
_ 1
Y=7%
x=28 Solution to the system of equations is the
1 ) 1
y=—€ pair of numbers x =8 and y =-¢.

PROBLEM Solve the system of equations by the method of opposite coefficients.

) {3x—2y=11 ) {—4x—2y=13
7X+2y =9 4x+11y =14
22 EQUATIONS, INEQUALITIES, SYSTEMS OF EQUATIONS
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The case when the coefficients at the same unknown are opposite numbers
is rare. However, you can easily lead to such a situation.

DN Solve the system of equations.

13x+3y =1 We multiply both sides of the second equation by -3;
2x+y=5 | x(-3) in this way we will obtain a system in which coeffi-
cients at unknown y will be opposite numbers.

13x+3y =1
-1

-6x-3y=-15 We add the equations by sides.
7x=-14
We calculate the value of x.
X=-2

2X(=2)+y=5 We put -2 for x in one (arbitrary) equation.
y=9

X =-2 Solution to the system of equations is the pair of num-

y=9 bers x=-2 and y =9.

PROBLEM Solve the system of equations by the method of opposite coefficients.

) {5x—y=10 b) 5(4x+3y=7
3x+2y =6 x-2y=10

Sometimes, to use the method of opposite coefficients, you must multiply
both equations of the system by the appropriate number.

DIV Solve the system of equations.

{2x+4y=3 | X (=3)

3x+5y=2 | x2
We multiply both equations by such numbers to get

{—6)( -12y=-9 opposite coefficients at unknown x.
+ 6x+10y =4
—2y =-5 |+(-2)
y=2,5
2x+4x2,5=3
2x =-7
x=-3,5
x=-3,5 Solution to the system of equations is the pair of num-
y=2,5 bers x =-3,5 and y =2,5.

PROBLEM Solve the system of equations by the method of opposite coefficients.

) {5x+4y=13 b {—ix+5y=20
2 3y =15 3y -
xX+3y =X 3y=-6
SYSTEMS OF EQUATIONS 23
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PROBLEMS

1. Check mentally which of the following pairs

of numbers satisfy the equation 3y — x = 10, and Ar x=2 and y=4
which meet the equation 2x—-3y+11 = 0. Indicate B: x=0,5 and y=4
the pair that satisfies the system of equations.
bat ' Y duatt C: x=-1 and y=3
3y-x=10 D: x=5 and y=5
2x-3y+11=0

2. Write any system of equations, whose solution is the pair of numbers x = 1 and
y=2.

3. Solve mentally the system of equations.

){4x=20 ) 5y=2 ){x+10=50

a y=x+2 ¢ x+y=2§ € y =2X
3y =12 4y -x=6 x=9-—

b) d) I BN
x-y=1 17y =0 y-3=0

4. Solve the system of equations with the substitution method.

y=2x+1 S5y-x=3 3r=s
a) b) 9] {
4x+y =13 x=3-y 3r+s=24

5. Write down the given information in the form of a system of equations and
solve it.

a) French fries cost x PLN, and the juice costs y PLN. Andrzej bought 2 servings of
fries and juice, and paid 7 PLN. Kamila bought one portion of French fries and 2
juices, and paid PLN 6,50.

b) In a certain class there are x girls and y boys, together 27 students. If there were
twice as many boys and twice less girls, then the class would have 24 students.

¢) Jas has x PLN, Stas y PLN. Together they have PLN 35 but Sta$ has 8 PLN more
than Jas.

d) A hat costs x PLN and a scarf y PLN. For the set you have to pay 90 PLN. If the
hat was 10% cheaper and the scarf 10% more expensive the set would cost 85 PLN.

6. Solve the system of equations with the method of opposite coefficients.

2xX+5y=7 xX+2y=9 2x-1,1y =0,7
) ) )

3x-5y=3 -x-3y =16 0,5x+1,1y =4,3
X+y=2 -X+y=5 x-2y =4

b) d) { f)
X-y=6 X+y=5 -x+3y=0
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7. tut and skruput are old mass units. Mr.
Albert claims that 2 tuts and 5 skruputs
are 30,624 g. Mr. Dionysos claims that 4
huts and 10 skrupuis are 61,248 g. Mr.
Zenobiusz claims that 8 tuts and 20 skru-
puls is 120,496 g. It is known that two of
these gentlemen are telling the truth and
one is lying. Which one is lying?

8. Solve the system of equations with the method of opposite coefficients.

2x -3y =7 2x -3y =10 4x+5y =12,3
C e
3x-5y=11 5x+5y =0 3x-2y=-4
) 5p-2r=21 d S5vi+4vy, =4 3x-0,2y =35
3p+5r=-6 7Vi+5w =6 2,5X =5y =5

9. Write and solve the appropriate system of equations.

a) Number x is by 5 less than number y. Number by 1 greater than y is 3 times
greater than x.

b) Number a is 3 times greater than b. The arithmetic mean of numbers a and b is
equal to 14,5.

¢) Number x is 8 less than number y. Number y is 3 times greater than number x.

d) Number u is by 6 greater than number v. The sum of the numbers u and v is 4
times greater than v.

e) Number u is 5 greater than v, and a third part of u is equal to half of v.

f) Number by 5 greater than x is by 2 smaller than y. Number 2 times smaller than
X is 4 times smaller than y.

g) Number p is 3 greater than half number r, and the sum of the numbers p and r
is equal to 18.

10. The following figures show a rectangle, an equilateral triangle and an isosceles
trapezium. Calculate a, b, x, y, cid.

5b+3

15
i
~
¥ i) by C
3 2 & )
5a+3b d c
® 11. For which values a and b the solution to ax+by =4
the system of equations written next to is the bx-ay=7
pair of numbers x =3 and y = -2?
SYSTEMS OF EQUATIONS 25
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Madre projekty. Funkcje

CZARNA SMIERC

Czarna $miercig nazwano tragiczna epi-
demie dzumy, ktoéra w XIV i XV wie-
ku ogarneta swiat. Najprawdopodobniej
miata ona swdj poczatek w Srodkowej
Azji, a stamtad przeniosta sie na za-
chod, dziesigtkujac ludno$¢ Indii, Bli-
skiego Wschodu i péinocnej Afryki, az
w koncu dosiegneta Europy.

Kulminacyjnym okresem czarnej $mierci byly lata 1347-1351, kiedy to w samej
Europie z powodu epidemii zmarto ponad 20 mln oséb, a liczba ludno$ci na §wiecie
zmniejszyla sie o okoto 100 mln, czyli ponad 20%.

Bezsprzecznie czarna Smier¢ miata znaczacy wptyw na losy ludzkosci. Ciekawe, ilu
ludzi zytoby dzi$ na Swiecie, gdyby nie Smiertelne zniwo tej epidemii. Sprobujmy
oszacowac te liczbe.

1. W tabeli obok podano szacunkowe dane doty- Liczba ludnosci

czace li'czby ludnosc'i SV\,]iE.ItE.I w ostatnin} tysiacleciu. Rok T
Narysuj wykres zaleznoSci liczby ludnosci od czasu.
Omow ten wykres. 1000 250
1100 300
2. Aby okresli¢ liczbe ludnosci $wiata po uplywie 1200 400
okresu t lat, mozna postuzy¢ sie wzorem:
1300 430
Ly = Llat
1348 470
L; — liczba ludnosci na poczatku okresu
L, — liczba ludno$ci na koncu okresu 1400 370
a — stala opisujaca roczny przyrost naturalny 1500 460

Oblicz wartoSci stalej a dla kolejnych okresow 1600 >80

(1000-1100 itd.), korzystajac z powyzszego wzoru 1700 680
i danych z tabeli.

1800 950
g;rgsrjyllggg_Villc()eél,lp(;bzgjciiﬁla wartos$ci statej a dla 1900 1630
L1=250, L»=300, t=100 2000 6010
Obliczone wartoS$ci statej a przedstaw w tabeli.
CZARNA SMIERC — FUNKCJE 1
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3. Sprébuj oszacowad, ilu ludzi zytoby na $wiecie, gdyby epidemia czarnej $mierci
zostata ludzkoS$ci oszczedzona. Przyjmij, ze poza tym wszystkie pozostate wyda-
rzenia ostatniego tysiaclecia potoczylyby sie tak samo. Pamietaj, ze liczba ludno$ci
na Swiecie w latach poprzedzajacych czarna $mierc¢ sie nie zmienia.

Aby przewidziec¢ liczbe ludnos$ci w 1400 roku (bez czarnej Smierci), zat6z, ze dla
catego XIV wieku warto$¢ stalej a byla taka sama, jak obliczona przez ciebie dla
okresu 1300-1348. Dla pozostatych stuleci przyjmij, ze wartos$ci stalej a pozostaja
bez zmian. Korzystajac z tak ustalonych wartosci stalej a i wzoru z punktu B, oblicz
liczbe ludnosci na przetomach kolejnych stuleci i przedstaw te dane w tabeli.

4. Poréwnaj liczby otrzymane w punkcie C z liczbami z tabeli na poprzedniej stro-
nie. Narysuj wykres zalezno$ci liczby ludno$ci $wiata (bez czarnej Smierci) od czasu
w tym samym ukladzie wspoirzednych co wykres z punktu A. Oméw otrzymane
wyniki.

Rok Liczba ludnosci

Europy (w min) Co dalej?
1000 38 1. W tabeli obok przedstawiono szacunko-
1100 48 we wartosci liczby ludno$ci Europy w ostat-
nim tysiacleciu. Zanalizuj te dane w po-
1200 59

dobny sposob, jak zrobite$ to dla liczby
1300 70 ludnosci $wiata, i oszacuj, ilu mieszkancow
liczytaby dzisiaj Europa, gdyby nie epide-

1348 75 . Bt
mia czarnej Smierci.
1400 55
1500 33 2. Zbierz i opracuj informacje potrzebne

do oszacowania wplywu innych wydarzen
1600 95 historycznych na liczbe ludno$ci $wiata,
Europy, Polski lub twojego miasta.

1700 135
1800 203
1900 408
2000 740
2 CZARNA SMIERC — FUNKCJE
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Karta pracy do filmu Ukryte dziatania

A. Wstep przed filmem

Ukryte dziatania (Hidden Figures) to film w rezyserii Theodore'a Melfiego z roku 2016. Scenariusz do
niego napisali rezyser i Allison Schroeder na podstawie ksigzki pod tytutem Hidden Figures: The American
Dream and the Untold Story of the Black Women Who Help Win the Space Race. W rolach gtéwnych

wystepujg trzy czarnoskore aktorki: Taraji P. Henson, Octavia Spencer i Janelle Monae, a oprocz nich
zobaczymy takze Kevina Costnera oraz Mahershala Aliego — zdobywcow Oscardw.

Film przedstawia fragment historii technologicznego wyscigu o prymat w przestrzeni kosmicznej, ktéry
miat miejsce w latach 50. i 60. XX wieku pomiedzy Stanami Zjednoczonymi a Zwigzkiem Radzieckim.
Zwracajac uwage na osiggniecia obu panstw oraz na zespoftowy charakter pracy nad kosmicznymi pro-
jektami, czesto pomijamy znaczgcy wktad oséb, ktére nie pojawiaty sie na oktadkach éwczesnych gazet
i czasopism. Zaréwno ksigzka Hidden Figures, jak i film nalezg do kanonu wspodtczesnych ,lektur”
obowigzkowych, dzieki ktdrym praca tych ludzi zostaje wreszcie pokazana i doceniona. Ogladajgc Ukryte
dziatania, docenimy role licznej grupy Afroamerykanek zaangazowanych w prace rachunkowe i koncep-
cyjne przy najwazniejszych projektach najtrudniejszych lat kosmicznego wyscigu. Zanim zaczeto wykorzy-
stywaé komputery, podstawowymi narzedziami w ich pracy byty kartki i otdowki oraz proste kalkulatory.
Film dotyka takze bolesnych problemdw zwigzanych z segregacja rasowg i dyskryminacja.

Nie sg one typowe wytgcznie dla Standw Zjednoczonych lat 60. Oglagdajac film, warto zastanowic sie
nad tym, jakie podobnie niekorzystne zjawiska spoteczne dotyczg kazdej i kazdego z nas oraz jaka role
w pozytywnej zmianie wzajemnego nastawienia do siebie duzych grup spotecznych odgrywaja silny cha-
rakter i zdeterminowanie pojedynczych oséb dziatajgcych w matych grupach na rzecz zmiany. Warto tez
pomysle¢ o znaczeniu szeroko rozumianej edukacji w zakresie przedmiotow Scistych w walce o zajecie
godnego miejsca w hierarchii spotecznej.

Po obejrzeniu filmu nie bedziemy analizowac trudnych naukowych zagadnien, takich jak dynamika
magnetoplazmy, wzory Freneta, metoda Eulera czy ortogonalizacja Grama-Schmidta. By¢ moze jednak
niektdérzy z Was zechcg sprawdzi¢ znaczenia tych i innych poje¢, tgczacych matematyke i fizyke w catosé,
w ktérej nie da sie odrdéznié poszczegdlnych dziedzin —ta jednosé nauk scistych jest waznym osiggnieciem
rewolucji naukowych rozpoczetych jeszcze w XVI wieku.

Warto tez wspomnie¢ niedawng piecdziesigta rocznice zakonczenia wyscigu o prymat w kosmosie
spektakularnym lgdowaniem na Ksiezycu astronautow amerykanskiej misji Apollo 11.

B. Zagadnienia do poruszenia po filmie, na przyktad w formie
dyskusji panelowej lub pracy w grupach

1. Czy warto byto obejrzec ten film i polecié¢ go innym? Jesli tak, dlaczego?

Kilka propozycji odpowiedzi:

a) Film ma bardzo dobrze skonstruowang fabute. W charakterystyczny dla amerykanskiego kina sposéb
zaznacza kontrasty pomiedzy znaczeniem poszczegdlnych bohateréw oraz typowymi sytuacjami ilustru-
jacymi problematyke filmu: dyskryminacja grup spotecznych ze wzgledu na pteé, spoteczne pochodze-
nie, kolor skory, miejsce w hierarchii spotecznej czy zawodowej oraz problematyczny prymat mezczyzn
w zawodach inzynierskich.

Matematyka na wielkim ekranie
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b) Film dotyczy wydarzen historycznych, ktére miaty swoj poczatek tuz po Il wojnie Swiatowej i okreslane
sg terminem ,,zimna wojna”. Napieciom politycznym miedzy krajami tak zwanego bloku zachodniego
i bloku wschodniego towarzyszyta rywalizacja o przestrzern kosmiczng — mozliwg do wykorzystania
militarnie, zaréwno do celow szpiegowskich, jak i bezposrednio jako miejsce walki. Film przypomina te
zwigzki miedzy wyscigiem zbrojen a rozwojem nauki i techniki w stuzbie potrzeb zycia codziennego.
Takze dzisiaj dziedziny wiedzy podporzadkowane celom wojskowym oraz dziedziny w stuzbie cywilnej
rozwijajg sie, wspierajgc nawzajem.

¢) Film zmusza do zastanowienia sie nad roznymi dyskryminacjami obecnymi w naszym zyciu spotecznym.
Ogladajac go, mozna stawiac nastepujace pytania: Jakie niezalezne ode mnie wptywy stojg na prze-
szkodzie rozwoju moich aspiracji i talentow? Jakie przeszkody warto usuwac na drodze do realizacji
moich pozytywnych celéw dtugofalowych? Jakg role w realizacji moich pragnien zwigzanych z lepszym
zyciem odgrywa solidna edukacja w kierunkach zwigzanych z matematyka? Jej znaczenie dla spotecz-
nego awansu zawsze byto duze. Film zacheca do powaznego wziecia pod uwage tej drogi.

d) Dostrzezenie u dziecka talentu do nauki przedmiotéw Scistych wyznacza kierunek jego rozwoju.
Brak odpowiedniego, wczesnie udzielonego wsparcia osobom z matematycznymi predyspozycjami
moze prowadzi¢ do szkolnych niepowodzen i zmarnowania szans na zyciowy sukces. Film sprzyja
refleksji. Do ktdrej grupy uczniow naleze: tych z matematycznie nastawionym umystem czy tych z gory
skazanych na niepowodzenia w matematyce? A jezeli do tej drugiej, to jak do tego doszto i co zrobi¢,
zeby rozwigzac osobisty problem ,, matematycznej dyskryminacji”?

e) Osoby niezainteresowane matematyka i problemami wtasnej kariery zwrdcg przede wszystkim
uwage na dobrg gre aktorek i aktoréw. Film ma doborowg obsade i $wietnie skonstruowane dialogi.
Ponadto nie wymaga duzego wysitku podczas ogladania; stanowi zatem dobrg rozrywkowa propozycje
na czas wolny.

2. O czym jest film Ukryte dziatania?

Kilka propozycji odpowiedzi:

a) Film opowiada o pracy pionierow w nowej dziedzinie — zatogowych lotéw kosmicznych — ktérzy zma-
gaja sie z niespotykanymi wczesniej problemami z zakresu matematyki i fizyki. Rozwigzujac je, muszg
czasem korzystac ze szkolnej wiedzy. Film ciekawie przedstawia fragment biografii trzech kobiet, ktére

odegraty pionierskg role w rozwoju technologii kosmicznej; role decydujgcg i dotychczas niedo-
ceniong. Byty to Katherine G. Johnson, Dorothy Vaughan i Mary Jackson.

O

Film podkresla znaczenie indywidualnych decyzji poszczegdlnych ludzi zmagajgcych sie ze skutkami
spotecznych nieréwnosci i wptyw tych osob na pozytywne zmiany w kierunku wyréwnywania szans.
Opowiada o koniecznosci zastepowania niesprawiedliwych regut spotecznych i ustanawiania sprawiedli-
wych. O wykraczaniu poza niegodziwe normy, ustanowione obyczajem lub prawem, zmniejszajace
szanse awansu poszczegodlnych jednostek. Prezentuje takze odwazne postawy towarzyszace rozwigzy-
waniu konfliktéw w sposéb pokojowy, w ktérych kazda ze stron odnosi sukces.

¢) Film moéwi o roli, jakg odgrywata matematyka w edukacji i pracy zawodowej jego bohateréw. Pokazuje
rézne podejscia do matematyki i jej zastosowania. Rozwdéj matematyki przektada sie na rozwéj innych
dziedzin, w tym stuzgcych nam na co dzien. Rozwigzujgc nowe problemy, wcigz odwotujemy sie do
dawnych metod i narzedzi. Wartoscig jest takze sprawnos¢ rachunkowa, ktéra cho¢ moze nie wyma-
ga duzej wiedzy matematycznej, ale moze by¢ uzyteczna podczas programowania komputerdw.

d) Film pokazuje, jak mozna pogodzi¢ ciekawe zycie zawodowe z owocnym zyciem rodzinnym. Jego
bohaterowie godzg te czesto sprzeczne ze sobg aspekty zycia. Film opowiada o koniecznych poswiece-
niach, ale tez o poszukiwaniu i korzystaniu z odpowiedniego wsparcia najblizszych.
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C. Warte omoéwienia kluczowe sceny zwigzane z matematyka
m 00:45-2:32 ,Panno Coleman, rozwigze pani to rownanie?... Dopilnujcie jej rozwoju”

Film rozpoczyna scena ukazujaca zainteresowanie matematykg mtodej Katherine Johnson; zaréwno Swia-
tem liczb (algebra), jak i figur (geometria). Warto przesledzi¢ wyliczanke osmioletniej dziewczynki i spro-
bowac jg kontynuowac wspodlnie wedtug tej samej reguty. Jak daleko uda nam sie dostrzegaé¢ w ciggu
kolejnych liczb naturalnych liczby pierwsze? W ktérych miejscach geometrycznego witraza dziewczyn-
ka widzi wyliczane figury? Gdzie zauwazamy wokot siebie figury ptaskie i przestrzenne, ktére potrafimy
nazwac pojeciami z lekcji matematyki? Czy przypominamy sobie podobne sceny z witasnego dziecinstwa?
Jak mozna pomagac sobie i innym w odkrywaniu matematyki w regularnosciach spotykanych na co dzien?

Przyjrzyjmy sie zadaniu Katherine. Oto ono:

Rozwigz réwnanie dla zmiennej x. (x*+6x-7)2x*-5x-3)=0

Mtoda uczennica korzysta z reguty dotyczacej iloczynu réwnego zero. Nastepnie, nie korzystajgc ze wzo-
réw na pierwiastki rownania kwadratowego, rozktada w pamieci oba tréjmiany kwadratowe na iloczyny,
z ktérych potrafi odczytac rozwigzanie. Starsze kolezanki i starsi koledzy patrza z podziwem. Ten emo-
cjonalny aspekt rozwigzania zadania ma duze znaczenie. Buduje w Katherine pewnos$¢ siebie i opano-
wanie w trudnych sytuacjach, a takze motywuje do poszerzania wiedzy. Jesli podobnych doswiadczen
brakuje w naszej szkolnej karierze, z pewnoscig odniesiemy w niej mniej sukceséw niz moglibysmy. Moze
zatem warto zadbac o takie sytuacje, w ktdrych naszym udziatem bedzie autentyczny publiczny sukces,
nawet jesli bedzie niewielki lub nie bedzie mu towarzyszyt tak duzy zachwyt jego swiadkdw, jak pokazany
w filmowej scenie?

Zwrocmy uwage, ze uczniowie wszystkich krajéw w ciggu ostatnich stu lat (co najmniej) ucza sie na lek-
cjach matematyki (poziom podstawowy) mniej wiecej tych samych zagadnien. Umiejetnosci matematycz-
ne nabywane w szkofach sg niepodwazalnym elementem kultury ludzkosci, stosowane wtasciwie stuzg
postepowi cywilizacyjnemu.

Warto tez zwrdéci¢ uwage na scene, w ktérej nauczyciel Katherine wrecza swojej zdolnej uczennicy krede,
proszac o rozwigzanie réwnania. Podobna sytuacja (kreda ma ten sam ksztatt) powtarza sie w innym miej-
scu filmu, co ma nas utwierdzi¢ w przekonaniu, ze wczesne doswiadczenia majg wptyw na nasze dziatania
w wieku dojrzatym.

m 09:45-10:20 ,Kosmos i biznes. Potrzebuje matematyka.
Nikt sie tu nie zna na geometrii analityczne;j?”

Dlaczego pan Al Harrison (fikcyjna posta¢ w filmie, taczgca w sobie osoby trzech dyrektoréw NASA
z czasow, w ktérych pracowata tam Katherine Johnson) jest tak zywo zainteresowany zatrudnieniem spe-
cjalisty z geometrii analitycznej?

Aby dokonywac¢ obliczen dotyczgcych trajektorii lotu statkdw kosmicznych, nalezy rozwazac¢ ich ruch
w ukfadzie wspotrzednych z jednoczesnym uwzglednieniem czasu. Potrzebujemy zatem uktadu o trzech
osiach odpowiadajgcych umiejscowieniu w przestrzeni oraz funkcji opisujgcych zmiany tego potozenia
w zaleznosci od czasu. Tym doktadnie zajmujg sie geometrzy analityczni. Tory lotu rakiet i zatogowych
kapsutw kosmosie przyjmujg ksztatty znanych figur ptaskich uzyskiwanych jako przekroje stozka. Sa to: okrag,
elipsa, parabola i hiperbola. Najtrudniejszym zagadnieniem byto wtedy opisywanie réwnaniami przejs¢
z ruchu wzdtuz jednej krzywej na ruch wzgledem innej, w szczegdlnosci z ruchu po eliptycznej orbicie
wokot Ziemi na ruch po paraboli — optymalnej krzywej spadku na powierzchnie oceanu w odpowiedni
jego obszar.
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Warto rozwigza¢ bardzo uproszczone analogiczne zadanie.

W prostokatnym uktadzie wspdtrzednych o osi pionowej y i poziomej x znajduje sie punkt A o wspotrzed-
nych (2, 12). Znajdz réwnanie paraboli o wierzchotku w punkcie A przechodzacej przez punkt B o wspot-
rzednych (7, 2). Punkt A oznacza potozenie kapsuty z astronautg w punkcie przejscia z orbity eliptycznej
na paraboliczng, a punkt B wyznacza potozenie kapsuty w momencie otwarcia spadochronu.

Rozwigzujgc ten problem, mozemy wczuwac sie rachmistrzow w NASA z lat 60. My takze bedziemy mogli
korzystac z kalkulatoréw. Mozemy sprawdzac poprawnos$¢ rachunkow, generujgc wykres ustalonej funkcji.
Dojdzmy do wyniku jak najszybciej. Policzmy, ile razy popetnilismy btad. Nasze obliczenia dotycza jedynie
toru lotu przebiegajgcego w jednej ptaszczyznie. Nie uwzglednilismy tez rachunkéw zwigzanych z predko-
Sciami i czasem lotu. KorzystaliSmy tylko z najprostszych narzedzi geometrii analityczne;j.

Odpowiedz: Droga rozwigzania zadania prowadzi przez uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi.
Litery a, b, c oznaczajg wspodtczynniki funkceji kwadratowej flx)=ax? + bc + c.

49a+7b+c=2
4a+2b+c=12
9a—-3b+c=2
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flx)= -0,4x* + 1,6x + 10,4.
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m 10:35-11:34 ,,Eleanor. Redukcja danych, budynek 202"

Ogladajac film, spotykamy sie z wieloma pojeciami, ktore brzmig obco, naukowo; nie styszymy o nich
na lekcjach. Niektére sg trudne do wyjasnienia jezykiem, ktérego uzywamy w szkole. ,Redukcja
danych” nie jest jednak jednym z nich. Zagadnienie to tatwo wyjasni¢ i wykorzysta¢, definiujgc jako proces
wybierania sposréd wielu informacji podawanych w zadaniach tylko tych, ktére rzeczywiscie maja
znaczenie dla rozwigzania problemu. To pierwszy krok wymagany podczas radzenia sobie z kazdg trud-
noscig lub zadaniem. Nastepny to porzgdkowanie zebranych informacji, wyszukiwanie lub wyprowadzenie
brakujgcych oraz wykorzystanie tak zgromadzonych danych, na przyktad przez wpisanie ich do odpowied-
nich wzoréw (modeli), dzieki ktorym poprzez odpowiednie rachunki uzyskamy wynik wart interpretacji.
Wynik ten nalezy tadnie przedstawi¢ w formie czytelnego raportu i przekaza¢ do oceny przetozonemu,
co czesto widzimy w innych scenach filmu. Tych umiejetnosci uczymy sie w szkole.

Znaczenie terminu ,redukcja danych” mozna utrwali¢ w punkcie dotyczacym kart perforowanych.

m 25:30-26:35 ,Patrz poza te liczby. Dookota. Na wylot.
Szukaj odpowiedzi na niezadane pytania. Inaczej wszystko na nic”

Na tle pozostatych, podobnych do siebie, jednakowo ubranych i zachowujgcych sie kolegdéw Katherine
wyroznia sie pod kazdym wzgledem. Jej wykluczenie ze spotecznosci wydaje sie dziata¢ jednak na jej
korzysc¢. Nie ma nic do stracenia, a wszystko do zyskania. Czy ta sytuacja nie przypomina troche klasy
szkolnej, na ktérg patrzymy z punktu widzenia pojedynczego, wyjgtkowego ucznia? Czy kazda
uczennica i kazdy uczer nie moga zadac sobie pytania w rodzaju: na czym polega moja INNOSC, wyjatko-
wos¢ i moj talent, ktéry moge rozwijac¢ w szkole, stosujac sie do madrych wskazowek dyrektora Harrisona?
Jak zinterpretowac je niekoniecznie w kontekscie matmatyki? Jak wykorzysta¢ swoje umiejetnosci, zeby
znalez¢ w przysztosci dobrg prace? Zdanie , Inaczej wszystko na nic” warto potraktowac jako przestroge.

m 50:34-51:05 , Fortran jest nowym jezykiem uzywanym przez programistéw
do komunikacji z komputerami. To pasjonujgcy krok w przysztos¢”

Fortran (FORmula TRANslator) to rozwijany od poczatku lat 60. XX wieku jezyk, w ktorym przekazuje sie
polecenia komputerowi. Poczatki jego stosowania tgczg sie scisle z czasem akcji filmu. NASA korzystata
i korzysta z najnowoczes$niejszych osiggnie¢ nauki i techniki. Mimo tego, ze do uzytku wchodzg dzi$ coraz
to nowsze jezyki programowania, FORTRAN jest wcigz rozbudowywany i stosowany. Coraz bardziej cenio-
na jest takze umiejetnos¢ programowania. Whrew pozorom nie jest trudno jg opanowac. Istniejg bogate
biblioteki gotowych programaéw, dzieki ktérym mozemy rozwigzac prawie wszystkie zadania obliczeniowe.
Pozostaje umiejetnos¢ obstugi sprzetu. Przez ostatnie 60 lat programisci stali sie bardzo poszukiwanymi
i dobrze zarabiajgcymi pracownikami w kazdym rozwijajgcym sie kraju. Dorothy do$¢ wczesnie zrozumiata
wartos¢ i uzytecznosé pracy programisty.
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m 58:50-60:00 ,,System obliczeniowy IBM 7090 dokonuje ponad 24 000 operacji na sekunde.”

Aile operacji na sekunde wykonujg nasze podreczne komputery, smartfony i konsole?

Moc obliczeniowa komputera to jeden z jego waznych parametrow. Okresla sie jg witasnie jako
liczbe operacji wykonywanych przez dane urzadzenie w ciggu jednej sekundy. Rozumiemy zdziwienie
na twarzach bohaterek filmu. IBM z lat 60. XX wieku liczyt znacznie szybciej niz cztowiek. Czy podobne
zdziwienie wywota poréwnanie mocy obliczeniowej IBM sprzed pét wieku z mocg wspoétczesnego laptopa czy
smartfonu? Warto sobie uswiadomi¢, ze komputery poktadowe na statkach kosmicznych misji Mercury czy
Apollo, w tym komputer na poktadzie stynnego Apollo 11, miaty te moc nieprawdopodobnie matg w poréwna-
niu z mocg pdzniejszych urzadzen.

Komputer IBM 7090 wykonywat operacje z szybkos$cig rzedu 104 operacji na sekunde, czyli 104 FLOPS (floating
point operations per second; 1 FLOPS — 1 operacja na sekunde). Rozwdj procesordw w ciggu ostatnich 60 lat
znacznie przyspieszyt ich dziatanie i obecnie szybko$¢ naszych smartfondw, konsoli i laptopow osiggneta rzad
1 TFLOPS, czyli 1012 FLOPS. Wzrosta zatem 100 milionéw razy! Jest ona takze zalezna od rodzaju procesora.
Procesory obstugujgce dane na potrzeby grafiki (GPU) sg kilkunastokrotnie szybsze od tych, ktdre zaspokajajg
pozostate potrzeby obliczeniowe (CPU).

m 58:50-60:00 ,To dziata. Jak to dziata?”

Dorothy korzysta z perforowanych kart, nieco wiekszych od tej.

W pierwszych maszynach cyfrowych (IBM) informacje kodowano w specjalnych dziurkarkach kart perforowa-
nych. Pomyst wprowadzenia takich kart do przekazywania informacji urzadzeniom byt stosowany duzo wcze-
Sniej. Wykorzystywano je w maszynach tkackich oraz podczas obliczania wynikow wyborow juz w XIX wieku.
Z czasem rozmiary kart ujednolicono. Standardowa miata wymiary 187,325 mm na 82,55 mm. Kazda karta
do komputera pokazanego na filmie sktadata sie z 80 kolumn. W kazdej z nich mogt by¢ zapisany jeden znak,
czyli 1 bajt informacji. Karty te miaty grubos¢ okoto 0,18 mm i wazyty po okoto 2 g (stos 2 tysiecy kart miat
grubos¢ 355 mm). Aby uruchomic program, karty z danymi i instrukcjami zapisanymi w jezyku programowania
(Dorothy, jak pamietamy, uzywata jezyka Fortran) umieszczato sie w czytniku kart. Nie trzeba dodawac, ze karty
musiaty by¢ przed wtozeniem utozone w odpowiedniej kolejnosci. Niektérzy uwazali, ze przy tej technologii
i takiej szybkosci obliczeniowej do obstugi zadan informatycznych naszej cywilizacji wystarczy kilkanascie
podobnych maszyn IBM wypetniajgcych duzy pokdj. By¢ moze byto tak w latach 60. XX wieku. Teraz dyski kom-
puterowe domowych laptopdw majg pojemnosci siegajgce 1 TB, a potrzeby zwigzane z informatyczng obstugg
ludzkosci stale rosna.
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Zadanie. Jak wysoko siegatby stos kart perforowanych, na ktérych optymalnie zakodowano by 320 GB infor-
macji? lle wazytby taki stos? Ilu boiskom pitkarskim o wymiarach 105 m na 68 m odpowiadataby suma pdl
powierzchni wszystkich tych kart?

Rozwigzanie:
320GB=320"10°B;320-10°B+80B=4"10°kart
4-10°-0,18 mm =720 - 10° mm; 720 - 10° + 10° = 720 km
4-10°-2g=8-10°g=8000t

4-10°+0,187325 - 0,08255 + (105 * 68) = 8663,12535 m?

Odpowiedz:
Stos kart perforowanych ,,0 pojemnosci” 320 GB miatby 720 km wysokosci i wazytby 8 tysiecy ton. Karty te
wypetnityby 8663 standardowe boiska do pitki noznej.

m 01:23:05—01:26:20 ,,Z jakg predkoscia kapsuta okrgza Ziemie?”

Aby statek kosmiczny mogt znalez¢ sie na orbicie Ziemi, trzeba mu nada¢ odpowiednia predkosc. Energia kine-
tyczna statku musi by¢ na tyle duza, zeby pokonac site przyciggania naszej planety. Korzystajac z odpowiednich
wzordw, obliczono, ze wynosi ona 7,91 km/s. Wartos¢ te nazwano pierwszg predkoscig kosmiczng. Gdyby stat-
kowi nadano wiekszg predkos¢, np. wyzszg niz 11 km/s, wyszedtby on na state z zasiegu ziemskiego przycigga-
nia i nie mégtby poruszac sie po orbicie wokdt naszej planety. Przy konstrukcji odpowiednich rakiet no$nych
trzeba byto starannie wykorzystaé te wiedze. Predkos¢ poruszania sie po orbicie nie moze by¢ takze o wiele
mniejsza niz wyliczona, gdyz satelita od razu zaczatby spadaé na Ziemie. Predkos$¢ 7,91 km/s jest graniczng
predkoscia, przy ktérej statek kosmiczny co prawda spada na Ziemie, ta jednak stale ,ucieka” przed nim, a wiec
do spotkania obu ciat nie dochodzi. Wedtug tego samego prawa planety krazg wokdt Storica.

Ttumacz dialogéw obliczyt, ze kapsuta wchodzi na orbite z predkoscig 28 234 km/h. W wersji angielskiej
ta predkosé wynosi 17,544 mil/h. Od 1 lipca 1959 roku ujednolicona wartos$¢ 1 mili w metrach wynosi 1609,344.
Warto sprawdzi¢, czy ttumacz prawidtowo przeliczyt jednostki, a jesli nie, to jaki btad popetnit (btad w tym
wypadku to odpowiedZ na pytanie, o ile procent prawidtowy wynik rézni sie od przyblizonego). Warto tez
sprawdzi¢, o ile podana na filmie predkos¢ wejscia na orbite rézni sie od pierwszej predkosci kosmicznej.
Czy mozliwe jest, zeby gtowny inzynier projektu, Paul Stafford (postac fikcyjna), zapytany o te predkosé, mogt
nie znac jej wartosci? Jakie jeszcze powazne watpliwosci dotyczgce prawdopodobieristwa tej sceny mogliby-
Smy miec?

Odpowiedz: Pierwsza predkos¢ kosmiczna to 28 476 km/h i jest bliska predkosci statku kosmicznego na orbi-
cie. Rézni sie niewiele od predkosci podanej na filmie. Kazdy, kto ma zwigzek z wyliczeniami orbitalnych toréw
ruchu, musi znac te wartos¢ na pamiec.

D. O czym jeszcze warto porozmawiac

1. Warto opracowac lub odszuka¢ w internecie kalendarium wydarzen zwigzanych z rywalizacjg o techno-
logiczny prymat w kosmosie pomiedzy Stanami Zjednoczonymi a Zwigzkiem Radzieckim. Jakie byto podtoze
polityczne tego wyscigu? Jakie znaczenie polityczne i militarne miato zwyciestwo w kosmosie ekipy amery-
kanskiej? Jakim kosztem osiggnieto ten sukces? Jakie byty etapy i na czym polegata przewaga jednej ze stron
podczas tej rywalizacji? Jakie znaczenie dla ludzkosci miaty techniczne osiggniecia wypracowane podczas zim-
nowojennego kosmicznego wyscigu? Jakie byty kolejne jego etapy, ale tez etapy wspdtpracy podczas pod-
boju kosmosu? W jakiej formie i z jakimi wynikami rywalizacja o przestrzen kosmiczng toczy sie obecnie?
Jakie ciekawe osiggniecia w zakresie nauk zwigzanych z nig notowalismy ostatnio?
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Jakie zadania w naukach o kosmosie i zwigzanych z jego podbojem stojg jeszcze przed naszg cywilizacja?
Dlaczego warto sie nimi interesowac? Jak mogg wptynac na nasze zycie?

2. Waznym, chociaz drugoplanowym bohaterem filmu i bohaterem narodowym Standéw Zjednoczonych
jest John Glenn. Wymieniono tez z nazwiska dwdch innych astronautow, ktérzy jako pierwsi odbyli loty subor-
bitalne w maju i lipcu 1961 roku: Alana Sheparda (to pierwszy amerykanski astronauta) i Virgila Grissoma.
Kariery zawodowe tych astronautéw sg ciekawe i godne zbadania.

3. Warto dowiedzie¢ sie wiecej o pierwszym i jedynym Polaku, ktéry odbyt lot w kosmos, Mirostawie
Hermaszewskim, a takze o polskich naukowcach pracujgcych przy badaniach dotyczgcych lotéw kosmicznych.

Matematyka na wielkim ekranie

Matematyka na wielkim ekranie. Funkcje

47




@MatNau!

Interaktywne zadania z matematyki
dla liceum i technikum

Poznaj program online,
ktory utatwi Twoim uczniom:

» samodzielne opanowanie podstawowych umiejetnosci matematycznych,
* przygotowanie sie do klasowek,

* poprawienie ocen.

830.( @ @[”]

—

ponad 830 filmy i komentarze na komputer materiat opracowany
interaktywnych zadan z rozwigzaniami i tablice interaktywna przez nauczycieli
ze zmiennymi danymi krok po kroku i redaktoréow

Matematyki z plusem

Chcesz bezptatnie wyprébowaé MatNau!
ze swoimi uczniami?

Uzyj kodu MN-PROM-2023 na wpiszkod.gwo.pl.

Wiecej informacji o programie na matnau.gwo.pl.



Multipodreczniki M+
dla szkoty sredniej
Powiekszasz, kreslisz, klikasz. ..

Powiekszasz i... skupiasz uwage.
Kreslisz po nich z rozmachemii...
zwiekszasz skuteczno$¢ nauczania.
Klikasz i... oszczedzasz czas

na szukanie odpowiedzi do zadan.

Co jeszcze potrafig multipodreczniki M+?

Sprawdz na mpodreczniki.gwo.pl.



Dobry wynik na maturze?
Z nimi to pewne.

Arkusze maturalne

Ksigzka pomaga skutecznie powtdrzy¢ materiat
z matematyki i dobrze przygotowac sie do matury.
Dzieki publikacji uczniowie zapoznajg sie z for-
mutg arkusza egzaminacyjnego oraz sprawdzg
stopiel opanowania wszystkich wymaga-

nych wiadomosci i umiejetnosci.

Repetytorium

Powtodrka prowadzona wedtug dziatow matema-
tyki. Ksigzka zawiera niezbedng teorie oraz zada-
nia typu egzaminacyjnego, a przy kazdym z nich
odnosnik do wymagania szczegdtowego, ktérego
znajomosc sprawdza zadanie. Dzieki temu mozna
na biezgco kontrolowac opanowanie zagadnien.

Znajdziesz je na ksiegarnia.gwo.pl.



