JAK SIE UCZY Z M+?
SPRAWDZ NAS!

Broszura zawiera gotowe materiaty

do przeprowadzenia lekc;ji

w 2 klasie liceum lub technikum:
Okrag opisany na wielokgcie,
Okrag wpisany w wielokat.




Wstep

Oddajemy w Paristwa rece zestaw materiatow, ktory umozliwia przeprowadzenie wraz z uczniami z 2 klasy liceum lub
technikum (ksztatcgcych sie wg podstawy dla zakresu rozszerzonego) zaje¢ z dwdch tematéw dziatu Figury na pfaszczyznie:

Okrag opisany na wielokgcie,
Okrag wpisany w wielokat.

Do realizacji wskazanych zagadnien przygotowalismy odpowiednie fragmenty podrecznika oraz zbioru zadan.
Ow zestaw poszerzylismy o dodatkowe pomoce — materiaty dydaktyczne z bogatych zasobdw udostepnianych
bezpfatnie cztonkom klubu M+.

Lekcje z wykopem — scenariusze niebanalnych zaje¢ lekcyjnych, ktére na dtugo zostang w gfowach uczniéw.
Punktem wyjscia jest ciekawy, niebanalny problem lub historia, ktéra wydarzyta sie naprawde. Autorzy wyjasniaja
zagadnienia matematyczne, wykorzystujac dostepne przecietnemu uczniowi narzedzia. Podgzanie za proponowanym
tokiem wyktadu, odkrywanie tajemnicy sprawia, ze lekcja zostaje na bardzo, bardzo dtugo w gtowach ucznidw.

Znajdz bfagd — psychologia poznawcza podpowiada, ze nauka na btedach (swoich badZ cudzych) to metoda
z olbrzymim potencjatem do wykorzystania w edukacji dzieci i mfodziezy. Przygotowane przez nas zestawy zadan
ow fakt wykorzystujg. Zadaniem uczniéw jest wskazanie btedu w prezentowanych rozwiazaniach i skorygowanie go.
Oczywiscie bfedy nie sq zwyktymi pomytkami rachunkowymi — weryfikujemy nimi zrozumienie zagadniei matema-
tycznych przez Panstwa podopiecznych.

Test do samodzielnej weryfikacji — wszyscy uczniowie majq dostep do interaktywnych testow w Strefie ucznia
www.gwo.pl/strefa-ucznia. To materiaf, ktory wielu wykorzystuje do ostatnich przygotowan przed zblizajgcymi
sie klaséwkami. Chcemy pokazac¢ go, gdyz w szybki, prosty i rzetelny sposob pozwala zweryfikowa¢ swojgq wiedze
i umiejetnosci.

Madre projekty — kazdemu nauczycielowi zdarza sie spotka¢ uczniow bardziej dociekliwych. Przygotowany materiat
pozwala rozwija¢ potencjat takich wtasnie oséb — samodzielnie mogg zastosowac zdobytg juz wiedze i umiejetnosci
do bardziej ztozonych zagadnien.

Wsrdd propozycji materiaféw znajdujg sie takze karty pracy stworzone przy wykorzystaniu Kompozytora klasowek
i kart pracy — programu komputerowego stuzacego do szybkiego ukfadania, zapisywania i drukowania réznych zesta-
wow zadan z matematyki (w kilku wariantach). Zadania mozna dobiera¢ m.in. wedtug stopnia trudnosci oraz czasu
potrzebnego na ich rozwigzanie. Do kazdego zestawu zadan dotgczony jest klucz odpowiedzi. Zachecamy, aby wypré-
bowac wersje demonstracyjng programu, odwiedzajgc strone www.matematyka.kompozytorklasowek.gwo.pl.

Zdecydowalismy sie takze na zwrdcenie Panstwa uwagi na program MatNau! — interaktywny zbiér zadan z rozwig-
zaniami. Wchodzac na wskazang strone, otrzymajg Panstwo dostep do wersji demonstracyjnej programu, ktéry ma
dwa oblicza. Dla nauczycieli to interaktywny zbidr zadan (do zakresu podstawowego). Szczegélnie przydatny dla tych
z Panstwa, ktdrzy lubig (i maja mozliwo$¢) wykorzystywac na lekcjach nowoczesne technologie. Dla ucznia to aplika-
Cja, ktéra motywuje do powtorek przed sprawdzianami i pomaga poprawi¢ oceny z matematyki. Za pomocg krétkich
filmoéw i komentarzy wyjasnia krok po kroku, jak rozwigzywac rézne typy zadan. Dodatkowo uczniowie mogq spraw-
dzi¢ swoje umiejetnosci, wykonujac interaktywne ¢wiczenia.

Zapraszamy do wyprobowania Matematyki z plusem w czasie zajec z uczniami. Wszystkich zainteresowanych naszymi
propozycjami dydaktycznymi zachecamy do odwiedzenia strony www.matematyka.gwo.pl.
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MATERIAtY DO LEKCJI POSWIECONYCH
POJECIU OKRAG OPISANY NA WIELOKACIE

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigza¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
® — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujace oznaczenia:

2. — zadanie fatwe
12. — zadanieo $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego



OKRAG OPISANY NA WIELOKACIE

okrag opisany ~ Mowimy, Ze okrag jest opisany na
_— na wielokacie wielokacie, gdy wszystkie wierz-
chofki tego wielokata leza na okregu.

Jezeli okrag jest opisany na wielokacie,
to mozemy tez powiedzie¢, ze wielokat

wielokat wpisany jest wpisany w okrag.

w okrag

Srodek okregu opisanego na wielokacie jest punktem jednakowo odleglym
od jego wierzcholkéw. Z wlasnosci symetralnej (por. s. 71) wynika, ze $ro-
dek ten musi leze¢ na symetralnej kazdego boku wielokata.
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Wiemy juz, ze symetralne trzech bokéw kazdego trdjkata przecinaja sie
w jednym punkcie (por. s. 71). Wynika stad nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Na kazdym trdjkqcie mozna opisac¢ okrqg.
Srodkiem takiego okregu jest punkt
przeciecia symetralnych bokow tréjkqta.

Aby wyznaczy¢ konstrukcyjnie Srodek okregu
opisanego na trojkacie, wystarczy poprowa-
dzi¢ symetralne dwoch bokow trojkata. Ich
punkt przeciecia to Ssrodek szukanego okre-
gu, a odlegto$¢ tego punktu od dowolnego
wierzcholka tréjkata to promien okregu.

CWICZENIE A Narysuj tréjkat i skonstruuj okrag
opisany na tym tréjkacie.

Zauwaz, ze z wlasnosci katéw Ssrodkowych
i wpisanych wynika, Zze $rodek okregu opi-
sanego na trdjkacie prostokatnym jest srod-
kiem przeciwprostokatne;j.

CWICZENIE B a) Oblicz promienn okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym
o przyprostokatnych diugosci 4 i 5.
b) Oblicz diugosci bokéw tréjkata prostokatnego rownoramiennego wpisanego

w okrag o promieniu 20.
zadania 1-4 }

I Nie na kazdym wielokacie mozna opisa¢ okrag. Mozliwe jest to tylko
wowczas, gdy symetralne wszystkich jego bokéw przecinaja sie w jednym
punkcie. Na przykiad okregu nie mozna opisa¢ na réwnolegloboku, ktéry
nie jest prostokatem.

CWICZENIE C Na ktérych z narysowanych wielokatéw na pewno nie mozna opi-
sa¢ okregu?
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 161

Warunek, jaki musi spelnia¢ czworokat, na ktéorym da sie opisa¢ okrag,
opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie
Na czworokqcie mozna opisac¢ okrgg
wtedy i tylko wtedy, gdy
sumy miar przeciwlegtych kqtow sq rowne.

x+y=B+3d=180°

Dowéd

Wykazemy najpierw, ze jesli na pewnym czworokacie mozna opisa¢ okrag, to
suma miar przeciwlegtych katow tego czworokata wynosi 180°.

Oznaczmy przez « i B przeciwlegte katy czwo-
\ rokata wpisanego w okrag (zob. rysunek). Katy
srodkowe oparte na tych samych tukach co ka-

ty « i B maja odpowiednio miary 2« i 2 oraz
20+ 2B =360° Stad ox+ B =180°.

Z twierdzenia o sumie miar katéw czworokata
wynika, ze suma pozostalych dwoch katéw roz-
wazanego czworokata takze wynosi 180°.

Wykazemy teraz, ze jeSli w czworokacie suma miar przeciwlegtych katéw wy-
nosi 180° to na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag.

Przyjmijmy, ze w czworokacie ABCD dane sa:
|[*BAD| = &, |¥BCD| = B oraz o+ =180°
(zob. rysunek).

Zauwazmy, ze wszystkie katy czworokata ABCD
sg wypukte, wiec punkt C lezy wewnatrz Kka-
ta «.

Rozwazmy okrag opisany na trojkacie ABD.
Przypusémy, ze odleglo$¢ punktu C od srodka
tego okregu jest wieksza niz promien okregu.

Niech P bedzie punktem lezacym na tuku okregu, na ktérym oparty jest kat «,
oraz P # B i P # D. Wéwczas kat wpisany BPD ma miare 180°— « i wobec tego
w czworokacie BCDP suma miar katéw o wierzchotkach P i C wynositaby:

|[«BPD|+ |«BCD|=360°-(180°-x)+ B =180+ + 3 =180°+180°=360°
Taki czworokat nie moze istnie¢, zatem odleglo$¢ punktu C od $rodka okregu
opisanego na tréjkacie ABD nie jest wieksza niz promien tego okregu.

Analogicznie mozna wykazaé, ze odleglo$¢ punktu C od Ssrodka rozwazanego
okregu nie moze by¢ tez mniejsza niz promien okregu. Punkt C musi wiec
leze¢ na tym okregu, czyli jest to okrag opisany na czworokacie ABCD. []
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Kolejne katy pieciokata wpisanego w okrag maja miary: 100°
120° 110° 100°i 110° W pieciokacie tym poprowadzono przekatne wycho-
dzace z wierzchotka kata o mierze 120°. Na jakie katy przekatne te podzielity
ten kat?

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

110°
120°
o _ o Czworokat ABDE jest wpisany w okrag, wiec
a+p+110°=180 © |XABD| + |« AED| = 180°.
x+pB=70°
y=120°—(ax+B)=120°-70°=50°  : [€ABC|=o+B+y=120°
o_ o Czworokat BCDE jest wpisany w okrag, wiec
B+y+100°=180 © | CBE| + |« CDE| = 180°.
B+y=80°

B =80°—y =80°-50°=30°
®=120°= (B +y) = 120°— 80° = 40°

Odp. Przekatne dzielg kat o mierze 120° na katy o miarach 40°, 30° i 50°

ZADANIE Dane sa miary katow pieciokata ABCDE E N
wpisanego w okrag: [¥ABC| = 110°% [¥BCD| = 95°
|« CDE| = 85° |[«DEA| = 120° |<EAB| = 130°. Znajdz A
miare kata BEC.
zadania 5-15 }

ZESTAW ZADAN

1. Ustal, czy $rodek okregu opisanego na tréjkacie nalezy do trdjkata, gdy miary
dwoch katow trojkata wynosza:

a) 39°i47° b) 70°1 55° ¢ 63°i27°

2. a) Oblicz dlugo$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym o przy-
prostokatnych diugosci 51 12.

b) W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dlugosci 6 i 8. Oblicz diugos¢
odcinka taczacego wierzchotek kata prostego ze Srodkiem przeciwprostokatne;j.
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 163

3. Ktére z podanych zdan sa prawdziwe?

(D Srodek okregu opisanego na trdjkqcie lezy zawsze na przecieciu prostych zawie-
rajqcych wysokosci tego trajkqta.

(@ Srodek okregu opisanego na tréjkqcie réwnobocznym jest punktem przeciecia
wysokosci tego trojkqta.

(3 Dla dowolnych trzech punktéw niewspotliniowych mozna narysowaé okrqg, kto-
ry przechodzi przez te punkty.

@ Kazdy bok tréjkqta ostrokqtnego wpisanego w okrqg jest krétszy od Srednicy
tego okregu.

(5) Kazdy bok tréjkata rozwartokqtnego wpisanego w okraqg jest krétszy od Srednicy
tego okregu.

4. Ostrokatny tréjkat réwnoramienny, ktérego podstawa ma 4 cm, jest wpisany
w okrag o promieniu 3 cm. Oblicz pole tego trdjkata.

5. a) Oblicz promien okregu opisanego na prostokacie o bokach 5 cm i 12 cm.

b) Oblicz diugos¢ boku kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 cm.

6. Sprawdz, czy mozna opisa¢ okrag na czworokacie, ktérego kolejne katy maja
podane miary:

a) 30° 60° 150° 120° b) 64°, 126° 56° 114° c 91° 92° 89° 88°
7. Oblicz miary katéw narysowanego czworokata.

O C) o
‘m @
[ ——

8. a) Czy czworokat wpisany w okrag moze mie¢ dokladnie trzy katy ostre?

N

b) Pewne dwa katy czworokata wpisanego w okrag maja miary 98° i 82°. Ustal,
jakie miary moga mie¢ pozostale katy tego czworokata.

9. Uzasadnij, ze na trapezie mozna opisa¢ okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy trapez ten jest rOwnoramienny.

10. W szesciokacie narysowanym obok dane sa cztery
katy. Oblicz miary pozostalych katow tego szeSciokata.
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®11.Na rysunku obok przedstawiono trojkaty ABC
100° i ABD. Uzasadnij, ze okrag opisany na tréojkacie

ABC ma taki sam promien, jak okrag opisany na
tréjkacie ABD.

A

®12, Miary katow pewnego czworokata wyrazone w stopniach sa kolejnymi liczbami
nieparzystymi. Czy na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag?

®13. Punkt P jest symetryczny do ortocentrum tréjkata ABC wzgledem prostej AB.
Udowodnij, ze punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC.

14. Popatrz na rysunek. Z tréjkata wpisanego A
w okrag odcinamy jeden rég prosta réwnoleglia
do stycznej poprowadzonej przez wierzcholek.

Udowodnij, ze na otrzymanym w ten sSposob D c
czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag. \\\//

® 15. Udowodnij, ze jesli dwusieczne wszystkich katéw czworokata przecinaja sie
w czterech punktach, to punkty te tworza czworokat, na ktéorym mozna opisaé
okrag.

MINISPRAWDZIAN

S1. Jakie pole ma tréjkat prostokatny rownoramienny wpisany w okrag o promie-
niu 14 cm?

A. 196 cm? B. 292 cm? C. 584 cm? D. 98 cm?

$2. Oblicz miare najwiekszego kata czworokata wpisanego w okrag, jesli miary
pozostatych jego katow wynosza o, 2 i 6.

A. 240° B. 22,5° C. ok. 154° D. 157,5°

S3. Przekatna BE dzieli pieciokat ABCDE na
trojkat i trapez réwnoramienny. Srodek okregu
opisanego na tym pieciokacie lezy na tej przekat-
nej. Oblicz miare kata ABC, jeSli |[<BCD| = 130°
oraz |<AED| =75°

A.105° B. 115° C. 130° D. 150°
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OKRAG OPISANY NA WIELOKACIE

ﬂﬂ :ﬂ 7 Punkt O jest Srodkiem okregu opisanego na narysowanym wielokacie.
ZnajdZ miary katéow « i B.
a) b) 0

B e P —
\\ ‘&

il'ﬂ cﬂ D a) Na pewnym czworokacie opisano okrag o promieniu 10. Jeden z bokéw
tego czworokata ma diugos¢ 6. Oblicz odlegtos$¢ srodka okregu od tego boku.
b) Jeden z bokéw czworokata ma diugos¢ 8. Odleglos¢ srodka okregu opisanego
na tym czworokacie od tego boku jest rowna 2. Jaka dlugo$¢ ma promien okregu?

il'ﬂ cﬂ @ Wyjasnij, dlaczego na kazdym trapezie réwnoramiennym mozna opisac
okrag.

a120. a) Wyjasnij, dlaczego okregi b) Poiproste AD i BD sa dwusiecznymi
opisane na trgjkatach ABC i ABD katow tréjkata ABC. Okregi opisane na
maja rowne promienie. tréjkatach ABC i ABD majq taki sam
c promien. Znajdz miare kata ACB.
C
10° 60°
A B
A B

A127. Na trojkacie ABC opisano okrag, przez
wierzchotek A poprowadzono prosta a stycznag
do okregu, a nastepnie poprowadzono prosta m
rownolegla do a przecinajaca dwa boki tréjkata
w punktach M i N. Wykaz, ze na czworokacie
BCMN mozna opisa¢ okrag.

7727 Kwadrat wpisano w okrag o promieniu r.
Wykaz, ze suma kwadratéw odleglo$ci dowolne-
go punktu na tym okregu od wszystkich wierz-
chotkéw kwadratu jest réwna 8r?2.

OKRAG OPISANY NA WIELOKACIE




a123. Punkty A, B, C i D na rysunku obok to punkty v
przeciecia dwusiecznych katéw trapezu réwnoramien-
nego. Wykaz, ze na czworokacie ABCD mozna opisac

/RN

7124. pwa okregi przecinajg sie w punktach A i B.
Przez punkt A poprowadzono prosta, ktora przeciela
jeden okrag w punkcie C, a drugi — w punkcie D.
Styczne do okregéw w punktach C i D przeciely sie
w punkcie E. Wykaz, ze na czworokacie BDEC mozna
opisac¢ okrag.

1125. a) Znajdz promien okregu opisanego na trapezie réwnoramiennym o ra-
mieniu dtugos$ci /10 i o podstawach diugosci 4 i 6.

b) Dwie cieciwy okregu o promieniu 5 sg rownolegte i jedna z nich jest o 2 dtuzsza
od drugiej. Odlegto$¢ miedzy tymi cieciwami jest réwna 1. Oblicz dlugosci tych
cieciw.

7126. podstawami trapezu ABCD sa odcinki AB i CD. Ramie BC ma diugos¢ a,
a odcinki AB, AC i AD maja jednakowa diugo$¢ réwna b. Oblicz dlugos$¢ prze-
katnej BD trapezu i podaj warunek, jaki musza speinia¢ a i b, aby zadanie miato
rozwigzanie.

2127. punkt P jest ortocentrum pewnego trojkata ostrokatnego. Wykaz, ze punkty
symetryczne do punktu P wzgledem bokdéw tego trojkata leza na okregu opisanym
na tym trdjkacie.

1128. Wyjasnij, dlaczego sze$ciokat wpisany w okrag nie moze mie¢ trzech katow
prostych.

1129. Dany jest okrag i dwa odcinki o diugos$ciach krétszych niz Srednica okregu.
Skonstruuj trapez wpisany w dany okrag o podstawach, ktérych dtugosci sa rowne
diugos$ciom danych odcinkow.
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MATERIALY DO LEKCJI POSWIECONYCH
POJECIU OKRAG WPISANY W WIELOKAT

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigza¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
® — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujace oznaczenia:

2. — zadanie fatwe
12. — zadanieo $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 165

OKRAG WPISANY W WIELOKAT

| okrag Mowimy, Ze okrag jest wpisany w wie-
wpisany S .
w wielokat lokat, jezeli jest styczny do wszystkich

bokéw tego wielokata.

wielokat Jezeli okrag jest wpisany w wielokat, to

opisany
na okregu N opisany na okregu.

mozemy tez powiedzie¢, ze wielokat jest

Odlegtos¢ srodka okregu wpisanego w wielokat od kazdego boku wielokata
jest réowna promieniowi okregu. Srodek takiego okregu jest jednakowo od-
legty od wszystkich jego bokdow, zatem z wlasnos$ci dwusiecznej (por. s. 72)
wynika, ze srodek ten musi leze¢ na dwusiecznej kazdego kata wielokata.

Poniewaz wiemy juz, ze dwusieczne katéw trojkata przecinajg sie w jed-

nym punkcie, zatem prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

W kazdy trajkqt mozna wpisac okrqg. \
Srodkiem okregu wpisanego w tréjkqt jest punkt ‘
przeciecia dwusiecznych kqtow tego trojkqta. A

Aby skonstruowac okrag wpisany w trojkat, pro-
wadzimy dwusieczne dwoch dowolnych katow
tréjkata, ich wspolny punkt S bedzie $srodkiem K
szukanego okregu. Nastepnie kreslimy prosta
przechodzaca przez punkt S i prostopadia do

b

jednego z bokoéw. Punkt przeciecia tej prostej
Z bokiem AC (na rysunku oznaczony litera K)
jest jednym z punktéw styczno$ci. KreSlimy
okrag o $rodku S i promieniu |SK]|.

Narysuj tréjkat i skonstruuj okrag wpisany w ten trojkat.

OKRAG WPISANY W WIELOKAT

zadania 1-6 }

165



166

I Nie w kazdy wielokat da sie wpisa¢ okrag. Mozliwe jest to tylko wtedy,
gdy dwusieczne wszystkich katow przecinajg sie w jednym punkcie. Na
przyklad nie mozna wpisa¢ okregu w prostokat, ktory nie jest kwadratem.

CWICZENIE B W ktére z narysowanych wielokatéw na pewno nie mozna wpisaé

okregu?

Warunek jaki musi spelnia¢ czworokat opisany na okregu jest nastepujacy:

Twierdzenie

W czworokqt mozna wpisac okrqg

wtedy i tylko wtedy, gdy czworokqt

jest wypukty i sumy dlugosci jego
przeciwlegtych bokow sq rowne.

a+c =b+d

Dowéd

Zal6zmy, ze w pewien czworokat mozna wpisa¢ okrag. Taki czworokat musi
by¢ wypukly, bo nie moze mie¢ katow wiekszych od 180° Pokazemy, ze sumy
dtugosci jego przeciwlegtych bokéw sa réwne.

Boki czworokata sa styczne do okregu. Z wlas-
nosci stycznej do okregu (zob. str. 151) wyni-
ka, Ze odcinki tgczace dany wierzchotek z punk-
tami styczno$ci sa réwne (zob. rysunek).

Latwo zauwazy¢, Ze niezaleznie od tego, ktdrg
pare przeciwlegtych bokéw czworokata wybie-
rzemy, suma ich dtugosci wynosi x +y + z + t,
czyli sumy diugosci przeciwlegtych bokoéw sa
rowne.

Niech ABCD bedzie czworokatem wypukiym, w ktéorym sumy diugosci prze-
ciwleglych bokoéw sa rowne, czyli |AB| + |CD| = |BC| + |AD|. Pokazemy, meto-
da nie wprost, ze w ten czworokat mozna wpisa¢ okrag.

Niech S oznacza punkt przeciecia dwusiecznych katow BAD i ABC i okrag
o $rodku S jest styczny do bokéw AB, BC i AD (zob. rys. na nastepnej stronie).
Przypusémy, ze okrag ten nie jest styczny do boku CD.

FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 2




Prowadzac z punktu C styczng do narysowane-
go okregu, otrzymamy na prostej AD punkt D’
rézny od D. Mozemy zalozy¢, ze |AD’| > |AD|
(gdyby |AD'| < |AD|, dowdd przebiegalby ana-
logicznie), czyli punkty C, D, D’ powinny by¢
wierzchotkami trgjkata.

Czworokat ABCD' jest opisany na okregu, wiec:
|AD’| + |BC| = |AB| + |CD’|

ZaktadaliSmy, Ze spelniony jest takze warunek:
|AD| + |BC| = |AB| +|CD|

Z obu tych warunkow wynika réwnos$c:

|AD’| - |AD| = |CD’| - |CD|

|AD'| - |AD| =|DD’|, wiec |DD'| = |CD’| - |CD|.
Stad |DD’|+|CD| = |CD’|.

Zatem odcinki CD, DD’, D'C nie spelniaja nieréwnos$ci trdjkata, czyli nie
istnieje tréjkat o wierzchotkach C, D, D’ (sprzeczno$¢). Wobec tego D =D’

czyli czworokat ABCD jest opisany na okregu. [ Jadania 711 }

Il Pokazemy teraz, jak mozna obliczy¢ pole wielokata opisanego na okregu,
gdy znamy diugo$¢ promienia tego okregu i obwod wielokata.

Na rysunku obok pieciokat opisany na okregu zo-
stal podzielony na trojkaty odcinkami taczacymi
wierzcholki ze srodkiem okregu. Pole wielokata jest
rowne sumie pol tych trojkatow:

-1 1 1 1 1
P = Zar+ 2br+ SCr+ 2dr+ ser

P=%r(a+b+c+d+e)

Powyzsze rozumowanie przeprowadziliSmy dla pieciokata. Analogiczne ro-
zumowanie mogliby$my przeprowadzi¢ dla dowolnego wielokata. Zatem:

Twierdzenie

Pole wielokqta opisanego na

. p . . P=rp
okregu jest rowne iloczynowi _
promienia tego okregu przez P — pole wielokata

potowe obwodu wielokqta. p — potowa obwodu
wielokata

OKRAG WPISANY W WIELOKAT




Przekatna AC czworokata ABCD ma dtugos¢ 6 i dzieli czworokat

na trojkat rownoboczny i tréjkat prostokatny rownoramienny o przeciwprosto-
katnej AC. W ten czworokat mozna wpisa¢ okrag. Jaki promien ma taki okrag?

|AD| = |DC| =6
6
AB| =|BC|=—= =32
., . 48| = BC| = & =372
' . 2
0% Pagcp = Pasc + Pacp = 3ﬁ23ﬁ+6f=9+9ﬁ
B
p=6+ 3\/7 p — potowa obwodu czworokata ABCD
y = Pasco _ 9+9v3 _ 3+3V3 r — promien okregu wpisanego
TP 6+43V2 2+.2 : w czworokat ABCD

ZADANIE W czworokacie KLMN przekatna KM ma dlugos¢ 24 i dzieli ten czwo-
rokat na dwa trdjkaty rownoramienne o podstawie KM. Ramiona tych tréjkatéw maja
diugosci 13 i 20. Jaka diugo$¢ ma promien okregu wpisanego w czworokat KLMN?

ZESTAW ZADAN

4 | 1. Ponizej narysowano tréjkaty: ostrokatny, réwnoramienny oraz prostokatny. Ob-

licz miary katéw tych tréjkatéw oraz miary katéw oznaczonych literami.

2. Narysuj dowolny kat ostry. Na jednym z ramion zaznacz punkt A. Skonstruuj
okrag styczny do obu ramion narysowanego kata tak, aby punkt A byl jednym
z punktow stycznosci.

3. W trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym kat miedzy ramionami AC i BC ma
100°, wpisano okrag o srodku O. Oblicz miare kata AOB.

4. Uzasadnij, ze w tréjkacie prostokatnym suma dlugosci przyprostokatnych jest
rowna sumie dtugos$ci Srednic okregu wpisanego w ten tréjkat oraz okregu opisa-
nego na tym trojkacie.

168 FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 2
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 169

4n

5. Kat miedzy ramionami AC i BC tréjkata rownoramiennego ABC ma miare 40°.
Punkt O jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, a punkt S jest srodkiem
okregu opisanego na tym tréjkacie. Oblicz miare kata SAO.

6. Na rysunku obok trdjkat o katach « i B opisany A
jest na okregu. Kat y jest katem trojkata, ktorego
wierzchotkami sa punkty styczno$ci. Wykaz, ze: /
- ot x B
Y=z

7. Oblicz obwod czworokata przedstawionego na rysunku.

a) b) 4 )
8 3 %

8. Sprawdz, czy mozna wpisa¢ okrag w czworokat wypukly, ktérego kolejne boki
maja diugosci:

a) 7, 12, 17, 12 b) o 3, 23, 5/3-3, 3V3

NI
Wi
-
N

9. Dlugosci bokéw pewnego czworokata sa kolejnymi liczbami naturalnymi. Czy
w ten czworokat mozna wpisa¢ okrag?

10. Punkty A, B i C sa wierzcholkami tréjkata, w ktéorym |AB| = |BC|. ZnajdZ
konstrukcyjnie taki punkt D, Ze istnieje okrag wpisany w czworokat ABCD i istnieje
okrag opisany na tym czworokacie.

11. Na pewnym trapezie mozna opisa¢ okrag, a takze mozna w ten trapez wpisac
okrag. Podstawy tego trapezu majq diugosci 7 i 3. Oblicz dtugosci jego ramion.

12. Uzasadnij, ze pole czworokata opisanego na okregu o promieniu r jest réwne
r(a+b), gdzie a i b sa dtugos$ciami dwoch przeciwlegtych bokéw.

13. Wykaz, ze stosunek obwodu kota do obwodu wielokata opisanego na nim jest
rowny stosunkowi pola kota do pola wielokata.

14. Oblicz promien okregu wpisanego w romb o przekatnych 10 cm i 12 cm.
15. Oblicz dlugosci promieni okregu wpisanego w tréjkat prostokatny i opisanego

na nim, jezeli boki trojkata maja dtugosci:

a) 8, 15, 17 b) 1, 2, /5 o9 /5, V6, V11

OKRAG WPISANY W WIELOKAT 169
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MINISPRAWDZIAN

S1. Na okregu o Srodku S jest opisany trojkat prostokatny réwnoramienny ABC.
Odcinek BC to najdiuzszy bok tréjkata. Jaka miare ma kat ASB?

A.135° B. 67,5° C. 90° D. 112,5°

S2. W czworokacie na rysunku: |AB| = |AD| i |BC| = |CD|. Taki czworokat nazywa
sie deltoidem. Ponadto |<«ABC| = |« ADC| = 90°. Ktére ze zdan jest prawdziwe?

A. Na tym czworokqcie nie mozna opisa¢ okregu C
i w ten czworokqt nie mozna wpisac okregu. D

B. Na tym czworokqcie mozna opisaé okrqg, ale
w ten czworokqt nie mozna wpisac okregu.

C. Na tym czworokqcie nie mozna opisaé okregu,
ale w ten czworokqt mozna wpisac okrqg.

D. Na tym czworokqcie mozna opisa¢ okrqg i w ten A
czworokqt mozna wpisac okrqg.

S$3. Obwod czworokata opisanego na okregu o promieniu 3 jest rowny 40. Pole
tego czworokata jest réwne:

A. 120 B. 80 C. 60 D. 30

S4. Jaki jest promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokat-
nych 7 i 24?

A.5 B.6 C.7 D.3

170 FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 2
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Hﬂ@@: Ramie trapezu réwnoramiennego ma diugos$¢ 5, a okrag wpisany w ten
trapez ma promien 2. Oblicz pole tego trapezu.

f ﬂ Sﬁ] - Jedna z przekatnych rombu jest dwa razy dtuzsza od drugiej. Oblicz stosu-
nek diugosci boku tego rombu do promienia okregu w niego wpisanego.

138 FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 2
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 139

Podstawy trapezu maja diugosci 2 i 8. Na tym trapezie mozna opisa¢ okrag
i mozna w niego wpisa¢ okrag. Oblicz pole tego trapezu.

a) W trgjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AM i BN, ktére
przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze na czworokacie CNPM mozna opisa¢ okrag.

b) SzeSciokat ABCDEF jest foremny. Wykaz, ze w czworokat ACDE mozna wpisac
okrag.

¢) W trapezie ABCD katy ABC i BCD sq proste, dwusieczna kata BAC przecina bok
BC w punkcie M, a dwusieczna kata ADC przecina bok AB w punkcie N. Punkt P
jest punktem przeciecia tych dwusiecznych. Wykaz, ze na kazdym z czworokatéw
BMPN i CDPM mozna opisac¢ okrag.

d) Na bokach AB i AC trdjkata rownobocznego ABC obrano dwa punkty M i N
tak, ze |AM| = |AN| = %IABI. Wykaz, ze w czworokat BCNM mozna wpisa¢ okrag.

Ramiona trapezu opisanego na okregu majq
diugosci 13 i 15, a pole tego trapezu jest réwne 168 13 15
(zob. rysunek). Oblicz pola czterech tréjkatow, na ktore
trapez dzielg odcinki taczace Srodek okregu z wierz-
chotkami trapezu.

a) Trapez roéwnoramienny o obwodzie 20 i przekatnej diugosci 41 jest
opisany na okregu. Oblicz pole tego trapezu.

b) Trapez réwnoramienny jest opisany na okregu o promieniu 6. Kat ostry tego
trapezu ma miare 60°. Oblicz pole tego trapezu.

Wysoko$¢ trapezu rownoramiennego h jest rowna Sredniej geometrycznej
dtugosci jego podstaw a i b (tzn. h = v/ab). Wykaz, ze w ten trapez mozna wpisac
okrag.

W trapezie ABCD bok AD jest prostopadly do podstaw AB i DC. W ten
trapez wpisano okrag o srodku S i wiadomo, ze |SC| =6 oraz |SB| = 8. Oblicz pole
tego trapezu.

a) Kat ostry rombu ma miare 60°. ZnajdZ stosunek pola kota wpisanego
w ten romb do pola kota opisanego na jednym z trdjkatoéw, na ktére rozcina ten
romb jego dluzsza przekatna.
b) W czworokacie ABCD dane sa: |AB| = |AD]|, |[BC| =|CD|, |[<*ABC| =|<ADC| =90°
i [¥BCD] = 60°. Znajdz stosunek pola kota opisanego na tym czworokacie do pola
kotla wpisanego w tréjkat BCD.

¢) W pewien trapez réwnoramienny o kacie ostrym 60° mozna wpisa¢ koto. Znajdz
stosunek pola kota opisanego na trapezie do pola kota wpisanego w ten trapez.
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1139. Podstawy trapezu prostokatnego opisa-
nego na okregu maja dlugosci a i b. Jakie diu-
goS$ci maja pozostate boki tego trapezu?

1140. Na rysunku obok okrag wycial na kaz-
dym z bokéw czworokata cieciwy o jednakowych
dtugosciach. Wykaz, ze w ten czworokat mozna
wpisac¢ okrag.

140
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Okrgg opisany na wielokgcie

Zestaw zadan

imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa

. Na ktérym z podanych wielokatow nie mozna opisa¢ okregu?

A. na trapezie prostokatnym, ktory nie jest prostokatem
B. na kwadracie
C. na trojkacie prostokatnym

D. na prostokacie

. Na pewnym szeS$ciokacie mozna opisa¢ okrag o promieniu 3. Wynika stad, ze:

A. suma diugosci przeciwlegtych bokow szesSciokata jest rowna 9.
B. kazdy wierzchotek szes$ciokata jest odlegly od srodka okregu o 3.
C. pole tego szeSciokata jest rowne 18.

D. srodek okregu jest odlegly od $§rodka jednego z bokow sze$ciokata o 3.

. Okrag mozna opisa¢ na czworokacie, ktorego kolejne katy maja miary:

A. & 77°,90° + «, 123° C. «, 107°,180° — &, 73°
B. 80°, 100°, 110°, 70° D. 50°, 90°, 50°, 170°

. Znajdz miary katow czworokata przedstawionego na rysunku.

3B+10°

D x+2°

x-2°

B

str. 1/2
grupa A
data

. Znajdz promien okregu opisanego na prostokacie o bokach dlugosci 51 12.
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Okrgg opisany na wielokgcie

grupa A str. 2/2

6. Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag o srodku O i promieniu + = 44//2 — 1. Przekatne AC i BE tego
sze$ciokata sa prostopadlymi Srednicami tego okregu oraz |CD| = |DE| = |EF| = |FA|. Wykaz, Ze pole
tego sze$ciokata jest rowne 16.

7. Okrag o promieniu 10 cm jest opisany na trapezie, a $rodek tego okregu nalezy do trapezu i jest odlegly
0 6 cm od dluzszej podstawy i 0 8 cm od krotszej. Oblicz obwod tego trapezu.

mniejsza

8. W okrag o pr

niz

omieniu 7 jest wpisany dziewieciokat.
0,77r.

Uz

asadnij, ze co najmniej jeden je

g0 bok ma dlugos¢
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Okrgg opisany na wielokgcie

Zestaw zadan

imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa

. Na ktérym z podanych wielokatow nie mozna opisa¢ okregu?

A. na trapezie rownoramiennym, ktoéry nie jest rownolegtobokiem
B. na rownolegtoboku niebedacym prostokatem
C. na kwadracie

D. na trojkacie rozwartokatnym

. Na pewnym szeS$ciokacie mozna opisa¢ okrag o promieniu 4. Wynika stad, ze:

A. pole tego sze$ciokata jest rowne 24.
B. srodek okregu jest odlegly od srodka jednego z bokéw szeSciokata o 4.
C. suma dlugosci przeciwlegtych bokéw szesciokata jest rowna 12.

D. kazdy wierzcholek sze$ciokata jest odlegly od $rodka okregu o 4.

. Okrag mozna opisa¢ na czworokacie, ktorego kolejne katy maja miary:

A. «, 85° 180° — &, 95° C. 70°,90°, 70°, 130°
B. 70°,110°, 100°, 80° D. «, 60°, 90° + «x, 140°

. Znajdz miary katéw czworokata przedstawionego na rysunku.

D
B-13°

x+1° 2-4°

B+13°

str. 1/2
grupa B

. Znajdz promien okregu opisanego na prostokacie o bokach dlugosci 81 15.
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Okrgg opisany na wielokgcie

grupa B str. 2/2

6. Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag o $rodku O i promieniu v = 31//2 — 1. Przekatne AC i BE tego
szeSciokata sa prostopadlymi $rednicami tego okregu oraz |CD| = |DE| = |EF| = |FA|. Wykaz, ze pole

tego sze$ciokata jest rowne 9.

7. Okrag o promieniu 15 cm jest opisany na trapezie, a $Srodek tego okregu nalezy do trapezu i jest odlegly
0 9cm od dluzszej podstawy i 0 12 cm od krétszej. Oblicz obwod tego trapezu.

mniejsza

niz

8. W okrag o promieniu » jest wpi
0,67.

sany jedenastokat.

Uzasadnij

, Z€ CO najmniej je

den jego bok ma dlugosc
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Okrgg wpisany w wielokgt

str. 1/2
Zestaw zadan grupa A
ad
TP cereeerereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeessesseseeeseseeeseseneaeeeneaeaes  aaeasasasass Siiiiiiiiiaaieies eeseeeesseeess
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data
1. Obwod czworokata przedstawionego na rysunku wynosi:
A. 27 B. 13,5 C. 15,5 D. 20
* Trzy kolejne boki czworokata maja dlugosci: 6, % @ Jaka dhugos$¢ powinien mie¢ czwarty bok,
aby w czworokat ten mozna bylo wpisa¢ okrag?
A.6 B.7 C. § D.3

. W ktory z podanych wielokatéw nie mozna wpisa¢ okregu?

A. w sze$ciokat foremny C. w trojkat rownoramienny

B. w kwadrat D. w réwnoleglobok niebedacy rombem

. W wielokat, ktorego obwod wynosi 48 cm, a pole jest rowne 144 cm?, wpisano koto. Pole tego kola jest

réwne:

A. 1271 cm? B. 671 cm? C. 361 cm® D. 91 cm?®

. W pewien wielokat mozna wpisa¢ okrag o promieniu 3. Ocen prawdziwo$¢ zdan. Wstaw znak X w odpo-

wiednia kratke.

Wielokat ten musi by¢ trojkatem lub czworokatem. [ ]TAK [ | NIE
Srodek okregu wpisanego lezy na przecieciu dwusiecznych katow tego D TAK D NIE
wielokata.

Kazdy wierzchotek tego wielokata jest odlegly od $rodka okregu wpisa- |:| TAK D NIE
nego o 3.

. Trzy boki pewnego czworokata opisanego na okregu maja dlugos¢ 8, 10, 14. Jaki obw6d ma ten czworokat?

Podaj wszystkie mozliwosci.
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Okrgg wpisany w wielokgt

grupa A str. 2/2

7. Napewnym okregu opisano trojkat o polu 8 i obwodzie rownym 20. Na tym samym okregu opisano trojkat
o polu 10. Ile wynosi jego obwod?

8. Z papieru wycieto cztery kota o promieniach ; = 3, 1, = 8,
r3 = 9, 4 = 11. Kola ulozono tak, aby kazde bylo styczne do
dwoch pozostalych w sposéb przedstawiony na rysunku.
a) Uzasadnij, ze w czworokat, ktérego wierzchotkami sa $rod-
ki tych kél, mozna wpisac¢ okrag.
b) Wykaz, ze jedna z przekatnych tego czworokata jest mniej- ‘

sza niz 28, a druga — mniejsza niz 25.

9. Trapez réwnoramienny jest opisany na okregu o promieniu ¥ = 9cm, a jedna z jego podstaw tez ma
dlugos¢ 9 cm. Oblicz obwdd tego trapezu.
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Okrgg wpisany w wielokgt

str. 1/2
Zestaw zadan grupa B
adh
T eeeeeeeeeeeeaeaeeeeaeaeseaeaeeeaeaeeeaeaeaeaseseeesesereseeerenanene  weeesesesens tRrsiaiiioasaies e
imie i nazwisko Ip. w dzienniku Kklasa data
1. Obwod czworokata przedstawionego na rysunku wynosi:
A. 12,5 B. 20 C. 10,5 D. 21
4
1,5
2
3
* Trzy kolejne boki czworokata maja dlugosci: 4, %, @ Jaka dhugo$¢ powinien mie¢ czwarty bok,
aby w czworokat ten mozna byto wpisa¢ okrag?
A. 4 B.2 C. g D. 5
. W ktory z podanych wielokatéw nie mozna wpisa¢ okregu?
A. w kwadrat C. w prostokat niebedacy kwadratem

B. w sze$ciokat foremny D. w trojkat rownoramienny

. W wielokat, ktérego obwod wynosi 80 cm, a pole jest rowne 400 cm?, wpisano koto. Pole tego kota jest

rowne:

A. 107 cm? B. 257 cm? C. 207 cm? D. 1007 cm?

. W pewien wielokat mozna wpisa¢ okrag o promieniu 5. Ocen prawdziwo$¢ zdan. Wstaw znak X w odpo-

wiednia kratke.

Wielokat ten musi by¢ trojkatem lub czworokatem. [ JTAK [ | NIE
Srodek okregu wpisanego lezy na przecieciu dwusiecznych katow tego D TAK D NIE
wielokata.

Kazdy wierzchotek tego wielokata jest odlegly od srodka okregu wpisa- D TAK D NIE
nego o 5.

. Trzy boki pewnego czworokata opisanego na okregu maja dlugos¢ 7, 9, 13. Jaki obw6d ma ten czworokat?

Podaj wszystkie mozliwo$ci.
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Okrgg wpisany w wielokgt

grupa B str. 2/2

7. Na pewnym okregu opisano trojkat o polu 10 i obwodzie rownym 12. Na tym samym okregu opisano
tréjkat o polu 25. Ile wynosi jego obwod?

8. Z papieru wycieto cztery kola o promieniach r; = 4, 1>, = 6,
r3 = 9, 74 = 12. Kola utozono tak, aby kazde bylo styczne do
dwoch pozostatych w sposéb przedstawiony na rysunku.

a) Uzasadnij, ze w czworokat, ktérego wierzchotkami sg §rod-

ki tych kot, mozna wpisa¢ okrag. .
b) Wykaz, ze jedna z przekatnych tego czworokata jest mniej-

sza niz 25, a druga — mniejsza niz 26. ‘

9. Trapez réwnoramienny jest opisany na okregu o promieniu » = 6cm, a jedna z jego podstaw tez ma
dhugos$¢ 6 cm. Oblicz obwod tego trapezu.




MATERIALY DODATKOWE DO WYKO-
RZYSTANIA PRZY REALIZACJI DZIAtU
FIGURY NA PLASZCZYZNIE
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ZNAJDZ BLAD

FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 2 ZAKRES ROZSZERZONY

Zadanie 1. Na rysunku obok katy SAD i SBC wpisane w okrag B A
o $rodku S maja réwne miary. Znajdz btad w ponizszym rozu-
mowaniach.

Rozumowanie A

Kqt CDA jest oparty na Srednicy AC, wiec jest kqtem prostym.
Podobnie kqt BCD (oparty na Srednicy BD), kqt ABC (oparty
na Srednicy AC) i kqt BAD (oparty na Srednicy BD) sq proste,
a wiec czworokqt ABCD jest prostokqtem.

cC———7D

Rozumowanie B

Kqty wpisane SAD i SBC oparte sq na tym samym tuku CD, co kqt Srodkowy CSD, wiec
|« CSD| = 2«. Takq samq miare ma kqt ASB, poniewaz jest kqtem wierzchotkowym do
kqta CSD. Ponadto |SA| = |SB| =|SC| = |SD|, wiec na mocy cechy bkb tréjkqty ABS i CDS
sq przystajqce. Wynika stqd, ze |AB| = |CD|.

Zadanie 2. Czy ponizsze zdania sa prawdziwe? Jesli zdanie jest falszywe, to jak mozna je
poprawic¢, by otrzymac¢ zdanie prawdziwe?

Zdanie A

Kqty srodkowe, ktore wycinajq w okregu tuki o jednakowych dlugosciach majq rowne
miary.

Zadanie B
Kqty wpisane w dany okrqg oparte na tej samej cieciwie majq rowne miary.




Zadanie 3. Czy ponizsze zdania sa prawdziwe? Odpowiedz uzasadnij.

Zdanie A

Jedynym czworokqtem, na ktérym mozna opisa¢ okrqg i w ktéry mozna wpisac okrqg, jest
kwadrat.

Zdanie B

Jesli na wielokqcie W mozna opisa¢ okrqg, to na dowolnym wielokqcie, ktérego wierzchot-
kami sq wierzchotki wielokqta W, takze mozna opisa¢ okrqg.

Zdanie C

Jesli w wielokqt W mozna wpisac okrqg, to w dowolny wielokqt, ktorego wierzchotkami sq
wierzchotki wielokqta W, takze mozna wpisac¢ okrqg.

Zdanie D

Czworokqt C jest opisany na okregu. W czworokqt, ktérego wierzchotkami sq punkty stycz-
nosci bokéw czworokqta C z okregiem, tez mozna wpisac okrqg.

33




wykopem

Scenariusz lekcji dla nauczyciela

34



35

LEKCJIE Z WYKOPEM
Z intuicjg po kuli ziemskiej

/ Iintuicja po kuli ziemskiej

Opis: Cztery zadania geometryczne wykorzystujace twierdzenie Pitagorasa i wiasnosci okregu. Najwigksza
wartoscig jest fakt, ze ich rozwigzania zwykle przeczg intuicji. Przed wykonaniem jakichkolwiek rachunkow
nauczyciel powinien poprosi¢ uczniow, by starali sie odgadna¢ odpowiedzi, a po obliczeniu poprawnego rozwig-
zania wykorzysta¢ zaskakujacy rezultat, by podkreslic zwodniczo$¢ intuicji i niezawodnos$¢ zasad matematyki.

Uwagi: Uczniowie powinni znac¢ twierdzenie Pitagorasa, wzor na obwod kofa i cechy podobieristwa trojkatow.
Do niektorych obliczen potrzebny jest kalkulator naukowy.

Przebieg lekcji:

1. Zadanie: Wzdtuz boiska pitkarskiego o dtugosci 100 m rozciggnigto miedzy stupkami przeciwlegtych bramek
ling (rownolegta do dtuzszej krawedzi boiska) i naprezono ja. Nastepnie wydtuzono jg o 1 metr i jeden z pitkarzy,
stojac na linii Srodkowej boiska uniost srodek liny do gory. Na jakg wysoko$¢ mozna podnie$¢ Srodek liny?
Sprobuj odgadna¢ odpowiedz, a nastepnie sprawdz jej poprawnos$¢ za pomocg rachunkow.

Rozwigzanie:
50,5 m 50,5 m
X
B
50°+ x* = 50,5 0m S0m
x?=50,5%- 50?
x*=50,25, x>0
x = 7,089 [m]

2. Zadanie: Migdzy dwoma stupkami odlegtymi od siebie 0 20 km (jeden jest w Gdyni, a drugi w Gdansku)
zdofano rozpia¢ ling tak, Ze biegnie ona wzdtfuz linii prostej. Nastepnie wydtuzono jg o 1 metr i podniesiono
Srodek liny do gory. Na jakg wysokos$¢ mozna go podnie$¢? Spraobuj odgadng¢ odpowiedz, a nastepnie
sprawdz jej poprawnos¢ za pomocg rachunkow.

Rozwigzanie:

10 0002+ x> = 10 000,52
x?=10 000,5% - 10 000
x*=10 000,25, x>0

x ~ 100,001 [m]

3. Nauczyciel: W poprzednim zadaniu zatozono, ze lina biegnie wzdtuz linii prostej, nie moze zatem leze¢
na powierzchni Ziemi, gdyz ta nie jest ptaska. Przyjmijmy, ze Ziemia ma ksztatt kuli o promieniu 6371 km
(W rzeczywistosci jej ksztaft jest znacznie mniej regularny).

4. 7adanie: Przyjmijmy, ze lina opisana w poprzednim zadaniu biegnie przez tunel wydrazony wzdtuz linii prostej
z Gdyni do Gdanska. Jaka jest najwieksza gteboko$¢ pod powierzchnig Ziemi tego tunelu (czyli dfugo$¢ odcin-
ka oznaczonego linig przerywang na rysunku)? Sprobuj odgadna¢ odpowiedZ, a nastepnie sprawdz jej
poprawnos¢ za pomoca rachunkow.

Gdynia Gdansk
20 km
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LEKCJIE Z WYKOPEM
Z intuicjg po kuli ziemskiej

Rozwigzanie: Gdynia X Gdansk
10%+ y*= 63712
¢/ 10km

3= 63712- 10°
y = 6370,992 [km]
x ~ 6371 km - 6370,992 km = 0,008 km = 8 m y

. Nauczyciel: Sprobujcie odgadng¢, jaka bytaby warto$é x, 6371 km

gdyby Gdynig i Gdansk zastgpi¢ Szczecinem i Rzeszowem?

Uwaga: Pytanie to mozna postawic jako kolejne zadanie (potrzeb-
na jest wtedy informacja, ze odlegfo$¢ miedzy Szczecinem
a Rzeszowem jest rowna okoto 636 km).

Odpowiedz:
Okoto 7,94 km.

. Zadanie: Obwad pomaranczy o $rednicy 10 cm zmierzono sznurkiem. Nastgpnie wydfuzono ten sznurek 0 1 m

i roztozono go rownomiernie wokot ,rownika” pomaranczy. Jaka jest odlegtos¢ miedzy sznurkiem a powie-
rzchnig pomaraficzy? Sprobuj odgadna¢ odpowiedz, a nastepnie sprawdz jej poprawno$¢é za pomocg
rachunkow.

Uwaga: Uczniom niekiedy trudno wyobrazi¢ sobie te sytuacje.
Warto pokaza¢ w praktyce kroki opisane w zadaniu. Utozenie
wydtuzonego sznurka wokot pomaranczy fatwiej zademonstrowac
na rozciegtym owocu potozonym ,kotem wielkim” na stole, tak
jak na rysunku obok.
Rozwigzanie:
Dfugo$¢ sznurka mozna przedstawic jako:

m obwdd pomaranczy powigkszony o 1 m (czyli 100 cm):

215+ 100 [cm]

m obwod kota 0 promieniu 5 + x [cm]
Zatem:
215+ 100 = 211(5 + x)

x=12~159 [cm]

el

. Zadanie: Przyjmijmy, ze Ziemia jest kulg o promieniu 6371 km. Wyobrazmy sobie, ze Scisle opasujemy

Ziemie sznurkiem wzdtuz rownika. Nastgpnie wydiuzamy ten sznurek o 1 m i rozktadamy go rownomiernie
wokot rownika. Jaka jest odlegto$¢ miedzy sznurkiem a powierzchnig Ziemi? Sprobuj odgadna¢ odpowiedz,
a nastgpnie sprawdz jej poprawno$¢ za pomocg rachunkow.
Rozwigzanie:
Przedstawiamy rozwigzanie dla dowolnej kuli (o promieniu r cm).
Dfugo$¢ sznurka mozna przedstawic jako:

m obwad kuli powiekszony 0 1 m (czyli 100 cm):

27tr + 100 [cm]
m obwod kota o promieniu r + x [cm]

Zatem:
2nr + 100 = 27(r + x)

x=22~15,9 [cm]

@

Nauczyciel: Wynik nie zalezy od wielkosci kuli!
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7. Zadanie: Zatézmy, ze w Gdyni i Gdansku stojg dwa wiezowce o wysokosci 100 m, a ich odlegto$¢ mie-

rzona miedzy ich podstawami wzdtuz linii prostej jest rowna 20 km. Czy ich szczyty tez oddalone
sg 0 20 km? Jesli nie, to jaka jest ta odlegto$é? Sprobuj odgadnaé odpowiedz, a nastgpnie sprawdz
jej poprawnos$¢ za pomoca rachunkow.

Uwaga: Najwyzszy wiezowiec w Gdyni (Sea Towers) maponad 125 m wysokosci, aw Gdarisku (Neptun) —85m
(obie wysokosci mierzone sg od podstawy do dachu).

Rozwigzanie:
. - . . C X D

Zakfadamy, ze wiezowce stojg pionowo, =
czyli na przedtuzeniu promieni kuli ziemskiej. 0@) Qf
Trojkaty ASB i CSD sg rownoramienne, maja Gdynia o Gdansk
wspolny kat przy wierzchotku S, a wiec A 20 km B
i pozostate katy tych trojkatow sg rowne.
Zatem na mocy cechy kgt-kgt sg to trojkaty
podobne. Stad:
20 _ X 6371 km
6371 — 6371 + 0,1

_20-6371,1

- 6371
x =~ 20,0003 [km] S\

Podsumowanie:

Bardzo trudno jest nam uzmysfowi¢ sobie wielko$¢é naszej planety. Z jednej strony zdajemy sobie sprawe
Z jej ogromu, a z drugiej przeceniamy jej rozmiary i wydaje nam sieg, ze sg zbyt duze, bySmy byli w stanie
odczuc ich wptyw na nasze codzienne doswiadczenia. Tych kilka zadan, ktore rozwigzalismy, daje nam lepsze
pojecie o tym, jak rozumiec ksztatt i wymiary kuli ziemskiej. Warto zastanowic sie nad innymi pokrewnymi
zagadnieniami: z jakg predkosScig przemieszcza sie punkt na rowniku w czasie obrotu Ziemi albo o ile wigksza
jest odlegtos¢ naszych oczu od horyzontu, gdy obserwujemy go z klifu w Gdyni-Orfowie (wysoko$¢ 60 m)
od odlegto$ci, gdy patrzymy z plazy?
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Z intuicja po kuli ziemskie]

Krok 1: Wzdtuz boiska pitkarskiego o diugosci 100 m rozciaggnieto miedzy stupkami przeciwlegtych bramek
ling (rownolegty do diuzszej krawedzi boiska) i naprezono ja. Nastepnie wydtuzono jg o 1 metri jeden z pitkarzy,
stojac na linii Srodkowej boiska unidst Srodek liny do gory. Na jakg wysoko$¢ mozna podnies$¢ srodek liny?
Sprdbuj odgadna¢ odpowiedz, a nastepnie sprawdz jej poprawnos$¢ za pomocg rachunkow.

Krok 2: Miedzy dwoma stupkami odlegtymi od siebie o0 20 km (jeden jest w Gdyni, a drugi w Gdansku)
zdotano rozpig€ ling tak, ze biegnie ona wzdfuz linii prostej. Nastepnie wydtuzono jg o 1 metr i podniesiono
$rodek liny do gory. Na jakg wysoko$¢ mozna go podnie$¢? Sprobuj odgadnaé odpowiedz, a nastepnie
sprawdz jej poprawno$¢ za pomocg rachunkow.

Krok 3: Przyjmijmy, ze lina opisana w poprzednim zadaniu biegnie przez tunel wydrazony wzdfuz linii prostej
z Gdyni do Gdanska. Jaka jest najwigksza gteboko$¢ pod powierzchnig Ziemi tego tunelu (czyli dtugo$¢ odcin-
ka oznaczonego linig przerywang na rysunku)? Sprobuj odgadng¢ odpowiedz, a nastepnie sprawdz jej
poprawno$c¢ za pomocg rachunkow.

Gdynia Gdansk
20 km

Krok 4: Obwod pomaranczy o $rednicy 10 cm zmierzono sznurkiem. Nastgpnie wydtuzono ten sznurek 0 1 m
i roztozono go rownomiernie wokot ,rownika” pomaranczy. Jaka jest odlegtos¢ miedzy sznurkiem a powie-
rzchnig pomaranczy? Sprobuj odgadnaé odpowiedz, a nastgpnie sprawdzZ jej poprawno$¢ za pomocy
rachunkow.

Krok 5: Przyjmijmy, ze Ziemia jest kulg o promieniu 6371 km. Wyobrazmy sobie, ze SciSle opasujemy
Ziemie sznurkiem wzdtuz rownika. Nastepnie wydtuzamy ten sznurek o 1 m i rozktadamy go réwnomiernie
wokot rownika. Jaka jest odlegtos¢ miedzy sznurkiem a powierzchnig Ziemi? Sprobuj odgadngé odpowiedz,
a nastepnie sprawdz jej poprawno$c¢ za pomocg rachunkow.

Krok 6: Zatozmy, ze w Gdyni i Gdansku stojg dwa wiezowce o wysokosci 100 m, a ich odlegtos¢ mie-
rzona miedzy ich podstawami wzdtuz linii prostej jest rowna 20 km. Czy ich szczyty tez oddalone
s3 0 20 km? Jesli nie, to jaka jest ta odlegfo$¢? Sprobuj odgadna¢ odpowiedZ, a nastepnie sprawdz?
jej poprawnosc¢ za pomocg rachunkow.

Uwaga: Najwyzszy wiezowiec w Gdyni (Sea Towers) ma ponad 125 m wysokosci, aw Gdansku (Neptun) —85m
(obie wysokosci mierzone sg od podstawy do dachu).

Podsumowanie:

Bardzo trudno jest nam uzmystowic¢ sobie wielko$¢ naszej planety. Z jednej strony zdajemy sobie sprawe
Z jej ogromu, a z drugiej przeceniamy jej rozmiary i wydaje nam sie, ze sg zbyt duze, bySmy byli w stanie
odczu¢ ich wptyw na nasze codzienne doswiadczenia. Tych kilka zadan, ktdre rozwigzaliSmy, daje nam lepsze
pojecie o tym, jak rozumie¢ ksztatt i wymiary kuli ziemskiej. Warto zastanowi¢ si¢ nad innymi pokrewnymi
zagadnieniami: z jaka predkoscia przemieszcza sig punkt na rowniku w czasie obrotu Ziemi albo o ile wigksza
jest odlegtos¢ naszych oczu od horyzontu, gdy obserwujemy go z klifu w Gdyni-Ortowie (wysoko$¢ 60 m)
od odlegtosci, gdy patrzymy z plazy?
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LEKCJIE Z WYKOPEM
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Geometria architektury

Opis: Na tej lekcji uczniowie przeksztatcajg wzory, korzystajg z twierdzenia Pitagorasa oraz z wtasnosci trojkatow
0 katach 90°, 60° 30°. Waznym elementem lekcji jest to, Ze musza zauwazac zwigzki wystepujace na rysunkach.
Cwiczymy takze konstrukcje geometryczne.

Uwagi: Lekcje mozna rozpoczac¢ prezentacjg roznorodnych detali architektonicznych w oknach budynkow, aby
pokazac geometryczne ksztalty w nich wystepujace (zob. zatacznik nr1 do scenariusza). Przyktady konstrukcii
mozna dobiera¢ stosownie do poziomu wiedzy i umiejetnosci uczniow.

Przebieg lekciji:

1. Nauczyciel: Zwiazki architektury i geometrii siegajg zamierzchtej przesztosci. Widac je juz w liczacych blisko
5000 lat kamiennych okregach Stonehenge czy zdecydowanie bardziej wyrafinowanej architektonicznie pi-
ramidzie Cheopsa. Ta zbudowana w formie ostrostupa o podstawie kwadratu budowla, poprzecinana siecig
wewnegtrznych korytarzy, jest Swiadectwem zaawansowanej wiedzy matematycznej, jaka musieli posiadac
jej budowniczowie. Dobrym przyktadem $cistych relacji migdzy architekturg i geometrig sg takze opisane na
planie elipsy rzymskie Koloseum czy mediolanska katedra Narodzin $w. Marii, gotyckie dzieto architektury sa-
kralnej wzniesione na planie krzyza z typowymi dla tego stylu fukowatymi oknami, ozdobionymi kamiennymi
lub ceglanymi ornamentami, a wypetnione wielobarwnymi witrazami.

Dzisiejszg lekcje poswiecimy gotyckim oknom, bedziemy konstruowac ich zwienczenia, wyznacza¢ dtugosci
odcinkow, promienie kot oraz tukow.

2. Cwiczenie: Wykonaj projekt zwieniczenia przedstawionego na ponizszym szkicu, czyli podaj zwiazek miedzy
dtugosciami wszystkich potkoli i kota, a nastepnie dobierz odpowiednie dtugosci promieni i sporzadz rysunek
w skali.

Rozwigzanie: Niech promien najwiekszego potkola wynosi R, czyli promienie mniejszych potkoli wynoszg %R.
Ale jak wyznaczy¢ promien najmnigjszego kota? Oznaczmy jego diugo$¢ przez r.

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku:

KB =R
_1
AB = IR
3 AC=1R+r
BC=R-r

K A IR B
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC otrzymujemy:
AC® = AB? + BC?
2 2
(3R+7) = (3R) + (B-r)
TR2 + Rr+r% = JR? + R2-2Rr + 12

-1
r—3R
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Teraz mozna juz wykona¢ doktadny projekt tego zwienczenia.

Uwaga. Mozna przypomnie¢ podziat odcinka na trzy czesci albo wygodnie dobraé promien najwiekszego kofa.

3. Zadanie: Wykonaj projekt zwieniczenia okna katedry w Strasburgu (zob. fotografia) wedtug przygotowanego
szkicu.

(https://en.wikipedia.org/wiki/Strasbourg_Cathedral#/media/File:StrashourgCath_BasCoteN_04a.jpg)

Rozwigzanie: Rysujemy dwa fuki o promieniu r ze Srodkami na koncach podstawy okna. Otrzymujemy duzy
ostrotuk. Dwa mniejsze ostrotuki otrzymamy, rysujac fuki o promieniu %r.

WprowadZmy oznaczenia:
PN
‘ AC=r
_ 1
AB = Ef
A0 = Jr+R orazAO =r-R
Ir+R=r-R
1
R = 4—f
A B C

Jak wyznaczy¢ punkt 0? Wystarczy znalez¢ punkt przecigcia fukéw o promieniu %r +R = %r 0 srodkach
w punktach Ai C.

Mozemy wyznaczy¢ takze diugo$¢ odcinka OB. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABO otrzymujemy:
A0? = 0B? + AB®

2 _ 9,2 4,0
0B* = {5r° - 55"

_ 5
0B = Tr
W takim razie odlegto$c srodka rysowanego okregu od podstawy zwienczenia okna wynosi ?r.

Teraz mozna juz wykona¢ dokfadny projekt tego zwienczenia.
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4. Zadanie: Skonstruuj symbol taijitu (zob. fotografia) wedtug podanego szkicu.

Uwaga. Taki ksztaft nazywa sig podwojnym rybim pecherzem.

5. Nauczyciel: Zajmiemy sie teraz zrozumieniem konstrukciji tak zwanego potrojnego rybiego pecherza. Jak go
skonstruowac?

Uwagi. Uczniowie mogg otrzymac kserokopig z rysunkiem (zob. zatacznik nr 2 do scenariusza), aby na nim
odkry¢ konstrukcje potrojnego rybiego pecherza.

Mate okregi tworzace pecherz majg rowne promienie
i s3 styczne wewnetrznie do okregu o promieniu r,
sg styczne zewnetrznie do siebie i sg styczne do
A D prostych AD, BE, CF. Poniewaz punkty ABCDEF sa
wierzchotkami szesciokata foremnego, to wszystkie
katy $rodkowe w duzym okregu maja miarg 60°.

Srodki okregow lezg na okregu o $rodku O i o pro-
mieniu 004. Ich $rodki sg wierzchotkami trojkata
rownobocznego wpisanego w okrag o $rodku O
i 0 promieniu 00;.

Wyznaczymy dfugo$¢ odcinka 001.




Trojkat 001K jest trojkatem o katach 90°, 60°, 30°.
W takim razie 01K = 223,

001 =r-0+B

Pamietamy, ze r to promien duzego kofa.

0+B = 04K (promienie matego kota tworzacego

pecherz)
W takim razie:
001 =r-0+K
00 =r- 00:-3
Wyznaczamy 001:
00y + 28 =
00 - (2+3)
-2 =
_
001 =777

Wyznaczymy promien matego kota tworzacego pgcherz ry:

_ _001-v3 _ _2r 3 _ /3
h=0K="5"=575%"% =3+
Podsumowanie

Nauczyciel: Lekcja pokazuje wykorzystanie geometrii w architekturze. Ma to uzmystowi¢ uczniom, ze sg otoczeni
matematyka.
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Geometria architektury

Bedziemy konstruowac zwienczenia okien i wyznaczac dtugosci odcinkow, promieni i tukow okregow.

Cwiczenie: Wykonaj projekt zwiericzenia przedstawionego na ponizszym szkicu, czyli podaj zwiazek miedzy
dtugosciami wszystkich potkoli i kofa, a nastepnie dobierz odpowiednie dtugosci promieni i sporzadz rysunek
w skali.

Zadanie 1: Wykonaj projekt zwienczenia okna katedry w Strasburgu (zob. fotografia) wediug przygotowanego
szkicu.

(https://en.wikipedia.org/wiki/Strasbourg_Cathedral#/media/File:StrasbourgCath_BasCoteN_04a.jpg)

Zadanie 2: Skonstruuj symbol taijitu (zob. fotografia) wedtug podanego szkicu.

Uwaga. Taki ksztaft nazywa si¢ podwojnym rybim pecherzem.
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Zajmiemy sig teraz zrozumieniem konstrukcji tak zwanego potréjnego rybiego pecherza. Jak go skonstruowaé?

Mate okregi tworzace pecherz majg rowne promienie
i s styczne wewnetrznie do okregu o promieniu r,
sg styczne zewnetrznie do siebie i sg styczne do
prostych AD, BE, CF. Poniewaz punkty ABCDEF sg
wierzchotkami szesciokata foremnego, to wszystkie
katy Srodkowe w duzym okregu majg miare 60°.

Srodki okreg6w leza na okregu o $rodku O i o pro-
mieniu 001. Ich $rodki sa wierzchotkami trojkata
rownobocznego wpisanego w okrag o $rodku O
i 0 promieniu 00;.

Wyznaczymy dfugo$¢ odcinka 001.

Trojkat 004K jest trojkatem o katach 90°, 60°, 30°.
W takim razie 04K = M.

001 =r- 013
Pamietamy, ze r to promien duzego kota.

0+B = 04K (promienie matego kota tworzacego

pecherz)
W takim razie:
001 =r- 01K
004 =r- 2153

2
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Wyznaczamy 00;:
00 + 28 = ¢

001+ (2 + V3)

2 =
_

001 =377

Wyznaczymy promien matego kota tworzacego pgcherz ry:
rp=01K=0012'\/§= r V3 /3

2+3 2 T2+

Podsumowanie
Lekcja pokazuje wykorzystanie geometrii w architekturze. Uzmystawia nam, ze jesteSmy otoczeni matematyka.




Zatacznik nr 1

https://oknoserwis.pl/art,2619,vademecum,.html

https://pl.freepik.com/darmowe-zdjecie/wypuk%C5%820rze%C5%BAby-0zdobne-okno_531930.htm

https://www.google.com/search?q=gotyckie + okna-+ okna&client=firefox-b&tbm=isch&source =iu&ictx=
1&fir=MFqDzJURWRLmMIM%253A%252CyrpFcofSwshL3M%252C _&usg=Al4_-Ta4FLNf5euUMYa6¢cSJBWetq
JptDg&sa=X&ved="2ahUKEw;3sq3_5eLfAhWH3KQKHUHNA1AQ9QEWBHOECAQQDA#imgrc =>5tn_BIXzzYxQoM:
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Zatacznik nr 2
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Zadanie 1

Z trojkata o polu 12 wycieto trzy wycinki kota — kazdy o takim samym promieniu i $rodku w wierzchotku tréjkata tak, ze pola zacieniowanej i
niezacieniowanej czesci trojkata s rowne (patrz rysunek).

Wynika z tego, ze promien kot ma dtugosé:
&

T
4
mw
jest zbyt mato danych, aby to obliczy¢
23w

w

[

NN

Zadanie 2
Czworokat A BCD jest wpisany w okragg o $rodku S (patrz rysunek). Najwiekszy kat tego czworokgta ma miare:

R
o120t
] 118"
- 100t

Zadanie 3

Wszystkie boki pewnego trdjkata prostokatnego sg styczne do okregu o promieniu 2 cm. Punkt stycznosci dzieli przeciwprostokatng tego tréjkata na
odcinki o dtugosciach 3 cm i 10 cm. Pole trdjkata jest réwne:

| 27 cm2

. 35cm2

. 15cm2

. 30cm2

Zadanie 4
Okregi 0 promieniach dtugosci 12 i 18 sg wspotérodkowe. Jakg dtugos¢ ma promien wiekszego z okregdw stycznych jednoczesnie do obu tych okregéw?

Zadanie 5

Ostrokatny trojkat rownoramienny, ktdrego podstawa ma 4 cm, jest wpisany w okrag o promieniu 3 cm. Obwodd tego trojkata jest rowny:
. 3lcm

| 4+2/18+6v8 cm

| V1B+6/E cm

. 18cm

Zadanie 6
Oblicz miare najwiekszego kata czworokata wpisanego w okrag, jesli miary pozostatych katow tego czworokata wynosza: 2a, 3ar i 7o
| ] 18°

| 144"
o120t
o oa10f
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Zadanie 7

Na rysunku trojkat o katach 40” i 0° opisany jest na okregu. Punkty 4, B i C sa punktami stycznosci bokdw tréjkata z okregiem. Miara
najmniejszego z katow trojkata 4 B¢ jest rowna:

40° 60°

- 80"
. 85"
- 40"
80"

Zadanie 8

Na pewnym trapezie mozna opisa¢ okrag, a takze mozna w ten trapez wpisa¢ okrag. Podstawy tego trapezu majg dtugosci 8 i 18. Pole trapezu jest
réwne:
[ |72
148
| 124
186

Zadanie 9

Z wierzchotka pewnego wielokata mozna poprowadzic 12 przekatnych. Suma miar jego katow jest réwna:
19807
| 2340°

- 21607
- aroo®

Zadanie 10

Suma dtugosci wszystkich przekatnych szesciokata foremnego o boku dtugosci & wynosi:
. 1B+1843

- 383

| 184363

| 364363
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MADRE PROJEKTY
Praca badawcza Srodek ciezkosci

SRODEK CIEZKOSCI

Srodek tréjkata

1. Narysuj na kartonie dowolny tréj-
kat (raczej duzy) i wytnij ten tréjkat.
Powie$ go na spinaczu (miejsce zacze-
pienia wybierz w pewnej odlegtosci od
wierzcholkéw). Na tym samym spina-
czu powie$ nitke, obciazona na przy-
ktad innym spinaczem. Zaznacz na trdj-
kacie linie wzdtuz nitki.

2. Wybierz inny punkt do zawieszenia
trojkata, a nastepnie wykonaj te same
€czynnosSci.

3. ZnajdZ punkt przeciecia narysowa-
nych linii i oznacz go litera S. Zaznaczo-
ny punkt to Srodek ciezko$ci tréjkata.

4. 7 kazdego wierzchotka tréjkata poprowadZ przez punkt S odcinek aczacy ten
wierzchotek z przeciwlegtym bokiem. Konce poprowadzonych w ten sposdb odcin-
kow podzielity kazdy bok trdjkata na dwie cze$ci. Zmierz i poréwnaj diugosci tych
czesci. Oblicz takze, w jakim stosunku punkt S dzieli kazdy z trzech odcinkéw
(tfaczacych wierzchotek z przeciwleglym bokiem).

5. Sprawd?, czy podobne wyniki otrzymasz dla innego tréjkata.

Odcinek taczacy wierzchotek trgjkata ze Srodkiem przeciwlegtego boku nazywamy
srodkowa. Punkt przeciecia sSrodkowych to Srodek ciezkoS$ci tréjkata. Doswiadcze-
nie, ktore wykonate$, potwierdza nastepujgca wtasnos¢ srodkowych:

Srodek ciezkosci dzieli kazdq srodkowq w stosunku 1: 2.

6. Na rysunku obok punkt S to $ro-
dek ciezkosci trojkata ABC. Zapisz wla-
sno$¢ podang wyzej za pomocg odpo-
wiednich réwnosci.

SRODEK CIEZKOSCI — FIGURY NA PLASZCZYZNIE
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MADRE PROJEKTY
Praca badawcza Srodek ciezkosci

Co dalej?

Narysuj na kartonie dowolny tréjkat,
a nastepnie wyznacz konstrukcyjnie
srodek ciezkos$ci tego tréjkata. Czy
umiatby$ wyznaczy¢ srodek ciezkos-
ci, rysujac tylko jedna Srodkowa?

Wytnij narysowany trdjkat i sprébuj
ustawi¢ go na przyklad na czubku
oléwka, tak aby czubek podpierat
trojkat w punkcie przeciecia Srod-
kowych. Jesli doktadnie wykonate$
rysunek, trojkat powinien utrzymac
sie w poziomie.

Srodek czworokata

1. Narysuj na kartonie dowolny czworokat wypukly ABCD. Wyznacz konstrukcyj-
nie $rodki ciezko$ci nastepujacych trojkatow: ABC, ACD, ABD i BCD.

Punkty (Srodki ciezkosci), ktore wyznaczyle$, sa wierzchotkami pewnego czworo-
kata. Znajdz punkt przeciecia przekatnych tego czworokata i oznacz go litera P.

2. Wytnij czworokat ABCD i wyznacz do$wiadczalnie jego $rodek ciezkosci w ten
sam sposob, jak wyznaczalte$ srodek ciezkosci tréjkata.

Jesli dokladnie wykonale§ oba polecenia, Srodek ciezkosci czworokata powinien
znalez¢ sie w punkcie P.

N Co dalej?

Wyobraz sobie, ze czworokat wypukty dzieli-
my przekatna na dwa tréjkaty. Niech A i B
K oznaczaja Srodki ciezko$ci tych tréjkatéw,
a S — Srodek ciezkosSci czworokata (punkt S

M nalezy do odcinka AB). Okazuje sie, ze:
L Stosunek pol trojkqtow (o srodkach ciezko-
Sci A i B) jest rowny stosunkowi dtugosci
SB| __pole trojkata KLN odcinkéw, na ktore punkt S dzieli odcinek AB.
|SA| pole trojkata LMN . . o
Sprawdz doswiadczalnie te wtasnosc.
2 SRODEK CIEZKOSClI — FIGURY NA PLASZCZYZNIE
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Dopasowane do umiejetnosci uczniéw
po 8-klasowej szkole podstawowej?
Ksztatcg umiejetnos¢ budowania
modeli? Dawkujg wiadomosci

w fatwo przyswajalnych

porcjach?

Sprawd?z.

Twoj kod dostepu:
MASZ-NOWY-PODR

1. WejdZz na www.wpiszkod.gwo.pl.

2. Zalogu;j sie lub najpierw zarejestruj, jesli nigdy
wczesniej nie rejestrowatas/es sie na www.gwo.pl.

3. Wpisz kod. Wpisujesz go tylko raz, potem przegla-
dasz podreczniki, logujac sie na www.gwo.pl
(panel ,Moje GWO, zakfadka ,Multipodreczniki”).

Ksigzki mozesz przegladac przez 30 dni od pierwszego uruchomienia.




@ MatNaul!

Interaktywne zadania
z matematyki dla liceum i technikum

Poznaj program online,
ktory utatwi Twoim uczniom:

» samodzielne opanowanie podstawowych umiejetnosci matematycznych,
* przygotowanie sie do klasowek,

* poprawienie ocen.

® op L -l

ponad 640 filmy i komentarze na komputer idealna pomoc
interaktywnych zadan Z rozwigzaniami i tablice interaktywng podczas zaje¢ w klasie,
ze zmiennymi danymi krok po kroku a takze lekcji zdalnych

Chcesz bezptatnie wyprébowaé MatNau!
ze swoimi uczniami?

Napisz do nas na kontakt@gwo.pl.

Wiecej informacji o programie na matnau.gwo.pl.



Dobry wynik na maturze?
Z nimi to pewne.

Arkusze maturalne

Ksigzka pomaga skutecznie powtdrzy¢ materiat
z matematyki i dobrze przygotowac sie do matury.
Dzieki publikacji uczniowie zapoznajg sie z for-
mutg arkusza egzaminacyjnego oraz sprawdzg
stopien opanowania wszystkich wymaga-

nych wiadomosci i umiejetnosci.

Repetytorium

Powtorka prowadzona wedtug dziatdw matema-
tyki. Ksigzka zawiera niezbedng teorie oraz zada-
nia typu egzaminacyjnego, a przy kazdym z nich
odnosnik do wymagania szczegdtowego, ktérego
znajomosc sprawdza zadanie. Dzieki temu mozna
na biezgco kontrolowac opanowanie zagadnien.

Znajdziesz je na ksiegarnia.gwo.pl.



ZAPROS NAS DO SWOJEJ SZKOLY

Skontaktuj sie z najblizszym koordynatorem, ktory w szczegdtach przedstawi naszg oferte.

woj. dolnoslaskie

Ewa Chmielowska

tel. 693 090 039, e-mail: echmielowska@gwo.pl
Grzegorz Kalferszt

tel. 607 524 800, e-mail: gkalferszt@gwo.pl
Justyna Rejter

tel. 601 330 630, e-mail: jrejter@gwo.pl

Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. kujawsko-pomorskie

Lena Czygier

tel. 601 690 901, e-mail: Iczygier@gwo.pl
Izabela Wisetka

tel. 601 691 868, e-mail: iwiselka@gwo.pl

woj. lubelskie

Marta Jonasz

tel. 601 990 618, e-mail: mjonasz@gwo.pl
Aleksandra Szymaniak

tel. 601 990 328, e-mail: aszymaniak@gwo.pl

woj. lubuskie

Magdalena Wojcik

tel. 601 578 129, e-mail: mwojcik@gwo.pl
Natalia Zwolinska

tel. 605 350 010, e-mail: nzwolinska@gwo.pl

woj. tédzkie

Piotr Chlebosz

tel. 601 990 774, e-mail: pchlebosz@gwo.pl
Maciej Ignaczak

tel. 605 135 957, e-mail: mignaczak@gwo.pl
Michat Kodtubanski

tel. 601 556 053, e-mail: mkodlubanski@gwo.pl
Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. mafopolskie

Magdalena Brzazgacz-Wichrowska

tel. 601 250 058, e-mail: mbrzazgacz@gwo.pl
Stawomir Buczynski

tel. 601 577 752, e-mail: sbuczynski@gwo.pl
Joanna Chronowska-Nycek

tel. 601 990 204, e-mail: jnycek@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. mazowieckie

Jolanta Klawe-Guzek

tel. 601 990 280, e-mail: jguzek@gwo.pl
Agnieszka Majewska

tel. 601 575 459, e-mail: amajewska@gwo.pl
Joanna Markowska

tel. 605 056 011, e-mail: jmarkowska@gwo.pl
Michat Moskal

tel. 601 574 758, e-mail: mmoskal@gwo.pl
Stawomir Sakowski

tel. 601 630 078, e-mail: ssakowski@gwo.pl

woj. opolskie

Dorota Henel-Kociotek

tel. 695 750 153, e-mail: dkociolek@gwo.pl
Justyna Rejter

tel. 601 330 630, e-mail: jrejter@gwo.pl
Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. podkarpackie

Stawomir Buczynski

tel. 601 577 752, e-mail: sbuczynski@gwo.pl
Jaromir Pajda

tel. 607 774 405, e-mail: jpajda@gwo.pl

woj. podlaskie

Beata Krajewska

tel. 695 730 007, e-mail: bkrajewska@gwo.pl
Joanna Markowska

tel. 605 056 011, e-mail: jmarkowska@gwo.pl

woj. pomorskie

Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Magdalena Oleszczuk

tel. 601 450 200, e-mail: moleszczuk@gwo.pl
Michat Patczynski

tel. 601 576 552, e-mail: mpalczynski@gwo.pl

woj. $laskie

Magdalena Brzazgacz-Wichrowska

tel. 601 250 058, e-mail: mbrzazgacz@gwo.pl
Piotr Chlebosz

tel. 601 990 774, e-mail: pchlebosz@gwo.pl
Dorota Henel-Kociotek

tel. 695 750 153, e-mail: dkociolek@gwo.pl
Jolanta Miziewicz-Dusko

tel. 601 754 070, e-mail: jmiziewicz@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. Swietokrzyskie

Michat Moskal

tel. 601 574 758, e-mail: mmoskal@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. warminsko-mazurskie

Beata Krajewska

tel. 695 730 007, e-mail: bkrajewska@gwo.pl
Andrzej Kwiatkowski

tel. 607 077 747, e-mail: akwiatkowski@gwo.pl
Michat Patczynski

tel. 601 576 552, e-mail: mpalczynski@gwo.pl

woj. wielkopolskie

Grzegorz Kalferszt

tel. 607 524 800, e-mail: gkalferszt@gwo.pl
Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Marta Wilczyniska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl
Magdalena Woéjcik

tel. 601 578 129, e-mail: mwojcik@gwo.pl

woj. zachodniopomorskie

Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Natalia Zwolinska

tel. 605 350 010, e-mail: nzwolinska@gwo.pl

Doktadny obszar dziatania koordynatorow
mozna sprawdzi¢ na koordynatorzy.gwo.pl.





