JAK SIE UCZY Z M+?
SPRAWDZ NAS!

Broszura zawiera gotowe materiafy

do przeprowadzenia lekc;ji

w 2 klasie liceum lub technikum:
Iwierdzenie sinusow,
Twierdzenie cosinusow.




Wstep

Oddajemy w Paristwa rece zestaw materiatéw, ktéry umozliwia przeprowadzenie wraz z uczniami z 2 klasy liceum lub
technikum (ksztatcgcych sie wg podstawy dla zakresu podstawowego) zajec¢ z dwdch tematéw dziatu Trygonometria:

Twierdzenie sinusow,

Twierdzenie cosinusow.

Do realizacji wskazanych zagadnien przygotowalismy odpowiednie fragmenty podrecznika, zbioru zadan oraz ¢wi-
czen podstawowych. Ow zestaw poszerzylismy o dodatkowe pomoce — materiaty dydaktyczne z bogatych zasobéw
udostepnianych bezpfatnie cztonkom klubu M+.

Lekcje z wykopem — scenariusze niebanalnych zajec lekcyjnych, ktére na dtugo zostang w gfowach uczniéw.
Punktem wyjscia jest ciekawy, niebanalny problem lub historia, ktéra wydarzyta sie naprawde. Autorzy wyjasniaja
zagadnienia matematyczne, wykorzystujac dostepne przecietnemu uczniowi narzedzia. Podazanie za proponowanym
tokiem wyktadu, odkrywanie tajemnicy sprawia, ze lekcja zostaje na bardzo, bardzo dtugo w gtowach uczniéw.

ZnajdZ bifgd — psychologia poznawcza podpowiada, ze nauka na btedach (swoich badz cudzych) to metoda
z olbrzymim potencjatem do wykorzystania w edukacji dzieci i mtodziezy. Przygotowane przez nas zestawy zadan
ow fakt wykorzystuja. Zadaniem uczniéw jest wskazanie btedu w prezentowanych rozwigzaniach i skorygowanie go.
Oczywiscie bfedy nie sq zwyktymi pomytkami rachunkowymi — weryfikujemy nimi zrozumienie zagadniert matema-
tycznych przez Panstwa podopiecznych.

Test do samodzielnej weryfikacji — wszyscy uczniowie maja dostep do interaktywnych testéw w Strefie ucznia
www.gwo.pl/strefa-ucznia. To materiat, ktéry wielu wykorzystuje do ostatnich przygotowan przed zblizajgcymi
sie klaséwkami. Chcemy pokazac go, gdyz w szybki, prosty i rzetelny sposéb pozwala zweryfikowa¢ swojg wiedze
i umiejetnosci.

Madre projekty — kazdemu nauczycielowi zdarza sie spotka¢ uczniéw bardziej dociekliwych. Przygotowany materiat
pozwala rozwija¢ potencjat takich wtasnie 0s6b — samodzielnie mogg zastosowac zdobytq juz wiedze i umiejetnosci
do bardziej ztozonych zagadnien.

W4réd propozycji materiatéw znajduja sie takze karty pracy stworzone przy wykorzystaniu Kompozytora klaséwek
i kart pracy — programu komputerowego stuzacego do szybkiego uktadania, zapisywania i drukowania réznych zesta-
wow zadan z matematyki (w kilku wariantach). Zadania mozna dobiera¢ m.in. wedtug stopnia trudnosci oraz czasu
potrzebnego na ich rozwigzanie. Do kazdego zestawu zadan dotaczony jest klucz odpowiedzi. Zachecamy, aby wypré-
bowa¢ wersje demonstracyjng programu, odwiedzajac strone www.matematyka.kompozytorklasowek.gwo.pl.

Zdecydowalismy sie takze na zwrdcenie Panstwa uwagi na program MatNau! — interaktywny zbiér zadan z rozwia-
zaniami. Wchodzac na wskazang strone, otrzymajg Panstwo dostep do wersji demonstracyjnej programu, ktéry ma
dwa oblicza. Dla nauczycieli to interaktywny zbidr zadan (do zakresu podstawowego). Szczegélnie przydatny dla tych
z Panstwa, ktdrzy lubig (i maja mozliwo$¢) wykorzystywac na lekcjach nowoczesne technologie. Dla ucznia to aplika-
qja, ktéra motywuje do powtorek przed sprawdzianami i pomaga poprawi¢ oceny z matematyki. Za pomocg krétkich
filméw i komentarzy wyjasnia krok po kroku, jak rozwigzywac rézne typy zadan. Dodatkowo uczniowie moga spraw-
dzi¢ swoje umiejetnosci, wykonujac interaktywne ¢wiczenia.

Zapraszamy do wyprobowania Matematyki z plusem w czasie zajec z uczniami. Wszystkich zainteresowanych naszymi
propozycjami dydaktycznymi zachecamy do odwiedzenia strony www.matematyka.gwo.pl.
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MATERIALY DO LEKCJI POSWIECONYCH
POJECIU TWIERDZENIE SINUSOW

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigzac¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
® — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujace oznaczenia:

2. — zadanie fatwe
12. — zadanie o $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego




PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 199

TWIERDZENIE SINUSOW

| Wiadomo, ze w kazdym trdjkacie najdtuzszy bok lezy naprzeciwko kata
0 najwiekszej mierze, a najkrotszy — naprzeciwko kata o najmniejszej
mierze. Okazuje sie, ze istniejg Sciste zwiazki miedzy dtugosciami bokow

tréjkata a miarami jego katéw.

b
a b c

sinx ~ sinp ~ siny

Dowéd

Twierdzenie sinusow

W trajkqcie stosunki dtugosci bokow

do sinusow kqtow lezqcych

naprzeciw tych bokow sq rowne.

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku obok.

Pole tego tréjkata mozna zapisa¢ na trzy sposoby:

-1 i -1 i -1 i
P=3absiny = ;bcsinx = ;acsin

Rozwazmy réwnos¢:

C

%absiny = %bcsina

Liczby: b, sin «, siny sga r6zne od 0, wiec te rowno$¢ mozemy przeksztalci¢:

Podobnie z réwno$ci %bc sin o = %ac sin B wynika rownos$¢ —>—

Wobec tego -4 =-b - _¢
sinx sinff  siny

Ciekawostka

Holenderski fizyk, astronom i matema-
tyk Snell Willebrord van Royen (zwany
Snelliusem) zyjacy w latach 1580-1626
jest najbardziej znany jako odkrywca
prawa zatamania S$wiatta (chociaz wia-
domo, ze znane ono byto juz Ptole-
meuszowi prawie 1500 lat wczeSniej).
ROwnos$¢ opisujaca to prawo przypomi-
na rowno$¢ z twierdzenia sinuséw. By¢
moze dlatego to twierdzenie jest czasem
nazywane twierdzeniem Snelliusa.

TWIERDZENIE SINUSOW

a _ _C

sinx  siny

b a

sinf  sina’

\% | .
! ; osrodek I

Ay Vi Vs

\ sinx  sinf
osrodek II EB V2

o — kat padania

B — kat zalamania

vi — predkos$¢ swiatla w osrodku 1
vo — predkos$¢ swiatta w osrodku 11

X
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W trojkacie ABC bok BC ma dfugo$¢ 6cm oraz |« CAB| = 42°

i [ ABC| =68°. Oblicz dtugos¢ boku AB.
C
6 Sporzadzamy rysunek pomocniczy.
42° 68°
A X B
|« ACB| = 180°— (42°+ 68°) = 70° Obliczamy miare kata lezacego naprzeciwko
- - . boku AB.
ﬁ = ﬁ Korzystamy z twierdzenia sinusow.
_ 6sin70°
sin42°
X~ 8,43
Odp. Bok AB ma okoto 8,43 cm dtugosci.
ZADANIE W tréjkacie PQR bok PR ma dilugos¢ 5 oraz |[<QPR| =20°1 |[¥RQP| =44°.
Oblicz diugo$¢ boku PQ.
— zadania 1-3 }

Jeden z katéw trojkata ma miare 40°. Bok lezacy naprzeciw tego
kata ma dtugosc¢ 4, a inny z bokéw tego tréjkata ma dtugos¢ 5. Oblicz miare
kata lezagcego naprzeciw tego boku.

B .
4 Wykonujemy rysunek pomocniczy.
40° Y
5
4 5 ierdzenia sinusé
Sin40° = sinf Korzystamy z twierdzenia sinusow.
sin B = 5sin 40
4
sin 8 =~ 0,803
By ~53° B, ~180°-53°=127° @ 0°<p<180"
40°+53°<180° 40°+127°<180° Sprawdzamy, czy 40°+ B < 180°.

Odp. Szukany kat ma okoto 53° lub okofo 127°.

ZADANIE Jeden z katéw trojkata ma miare 18°. Bok lezacy naprzeciw tego kata ma
dtugos¢ 10, a inny bok ma diugo$¢ 20. Oblicz miary pozostatych katéow tego tréjkata.

W przyktadzie zadanie mialo dwa rozwiazania. Nie zawsze jednak tak jest.
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 201

Na ponizszych rysunkach przedstawiono dwie konstrukcje tréjkata, gdy
dane sa: jeden kat trdjkata (), bok lezacy naprzeciw tego kata (a) i jeden
Z bokéw lezacych przy tym kacie (b).

Dane: Dane: a
. a
_a —
[ b

Jak wida¢, w zaleznos$ci od diugosci bokéw a i b przyjete warunki moga
by¢ spelnione przez dwa tréjkaty (na pierwszym rysunku trojkaty ABC
i ABD) albo jeden trgjkat (na drugim rysunku trdojkat EFG).

Sprawdz, ze gdybySmy w zadaniu z przyktadu 2 zmienili diugosc¢
boku 4 na diugos¢ 6, otrzymaliby$my tylko jedno rozwigzanie.
zadania 4-8 }

|l Twierdzenie sinus6w mozna rozszerzy¢ w nastepujacy sposob:

Twierdzenie

W tréjkqcie stosunek dtugosci dowol-
nego boku do sinusa kqta lezqcego na-
przeciw tego boku jest rowny Srednicy
okregu opisanego na tym trojkqcie.

a_ _ b _ ¢ _yp
sinx sinf  siny
Dowaod
Warunek -4 = b - ¢ wykazali§my juz wcze$niej. Co najmniej dwa

sin & sin 8 siny
z trzech katow trojkata musza by¢ katami ostrym. Przyjmijmy, Ze « jest katem

ostrym. Aby udowodni¢ twierdzenie, wystarczy wykaza¢ rownos¢ ﬁ =2R.

Niech ABC oznacza trdjkat wpisany w okrag o pro-
mieniu R, w ktérym | <BAC| = i |BC|=a.

Prowadzac Srednice CD i cieciwe BD, otrzymujemy
trojkat prostokatny BCD o kacie ostrym «, gdyz
<BAC i «BDC sa oparte na tym samym tuku. Zatem:

a
A4 -__a - = =|CD|=2R [J
sinx  sin|«XBDC| D]

TWIERDZENIE SINUSOW 201



W okrag o promieniu 6 wpisano trojkat réwnoramienny. Kat mie-
dzy ramionami tego trojkata ma miare 120°. Oblicz obwéd tego trojkata.

u p = 180°-120° _ 34 .
q 120 B ! Korzystamy z ;75 = 2R

b . ” sin X
i _ = : i —% =2R.
]2 | sin 300 ]2 : I sin B

_a_ __
a sin120°

a=12-sin120°=125in(180° - 60°) = 12 5in 60° =
—12- L -643

b=12-sin30°=12-5=6

N|—

Obwoéd=a+2b=6V3+2-6=6/3+12

ZADANIE W okrag o promieniu 10 wpisano tréjkat o katach 45° 60°, 75°. Znajdz
dlugos¢ najkrotszego boku tego tréjkata.

zadania 9-11 }

ZESTAW ZADAN

4 | 1. Oblicz dlugo$é¢ odcinka oznaczonego litera.

a) b) (4]
75°
70° b
2
/\ 45°
a 4

2. a) Czy istnieje tréjkat o katach 30°, 70°, 80° i bokach dlugosci 5, 9, 13?

b) Czy istnieje trojkat, w ktéorym dwa katy majag miary 45° i 60° a boki lezace
naprzeciw tych katéw maja dtugosci 3 i /67

3. Jaka dlugo$¢ ma najkrétszy z bokéw trdjkata, w ktérym dwa katy maja miary
10°1i 20° a najdtuzszy bok ma diugos¢ 107?

4 I 4. Oblicz miare kata oznaczonego litera.

a) b) ) 60°
B 4
2 3
20° y
3 4

2\/6
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 203

5. W tréjkacie ABC dane sa diugosci dwoch bokéw oraz miara jednego z katow.
Znajdz miary pozostalych katéw tego tréjkata.

a) |AC|=+6, |BC|=2, |<ABC|=60° b) |AC| =1, |BC|=+?2, |<ABC|=30°

6. Znajdz dtugos¢ odcinka oznaczonego litera.
4]

7. Przyjmijmy, ze dane sa katy « i 8 oraz ze |AB| = a. Znajdz x.

a) B b) g A
B\X
%’4 /\
X B
X B
o . x B 2 .
A B

8. Wykaz, ze jezeli katy « i B sa katami trdjkata i naprzeciw kata « lezy bok a,
a naprzeciw kata 8 lezy bok b, to:

e

a) a+b _ sinx+sinpf b) a-b _sinx-sinf
b sin 8 a+b sin«+sinf

€l 9. Oblicz dtugosci odcinkéw a i r oraz miare kata «.

10. Wybieramy dowolny punkt P podstawy BC tréjkata réwnoramiennego ABC

(P # B, P # C). Wykaz, ze okrag opisany na trojkacie APB ma taki sam promien jak
okrag opisany na trojkacie APC.

—

11. Przyjmijmy, ze o, B i y sa katami trojkata oraz ze naprzeciw tych katow le-
73 odpowiednio boki o dtugosciach a, b i c. Wykaz, ze jeSli R oznacza diugos¢
promienia okregu opisanego na tym tréjkacie, to pole trgjkata wyraza sie wzorem:

o
a) P=% b) P=‘;’l—l}’; ¢ P=2R%sin«xsinBsiny
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MINISPRAWDZIAN

S1. Ktéra z ponizszych rownosci jest prawdziwa

dla trojkata przedstawionego na rysunku obok? 5
A z=X:sno C.y=sind-z Z 4
’ siny ’ siny w Y
B. sin o = Y-S0y D.sing = XY X
VA sin w

S2. Dlugo$¢ najkrotszego boku tréjkata przedsta-

wionego na rysunku obok wyrazona w centyme- 110°

trach nalezy do przedziatu: . S
40 30

A. (4:5) B. (5:6) C. (657) D. (7:8) 10cm

S3. W tréjkacie ABC dane sa: |[AB| =10, |BC| =7 oraz | <*BAC| = 20°. Ktéra z po-
nizszych miar nie moze by¢ miarg zadnego z katéw tego trojkata, zaokraglona do
pelnych stopni?

A, 29° B. 49° C.131° D. 151°
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 172 ..
v

TWIERDZENIE SINUSOW

:ﬂ 26.: Oblicz diugosci odcinkéw oznaczonych literami.

) |
5 “ 40°
a 5
c 20 e o
o 1203
130 d
b
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10

'ﬂ 27 Oblicz miary katow oznaczonych literami.

Y
2 3 ¢
40° 6 Y 20°
2,5

7

'ﬂ 2 Znajdz diugos$¢ odcinka AB.

b) y c)
B B
65° 40°
2m
A
A/75° 80°
A B 5 km

'ﬂ 2@ Znajdz miare kata «.

a) b) $m ! )
«
30m 40m 4m .100 lm” 80cm
50° x /T\

'ﬂ 3@ Narysowane okregi maja promienie réwne 10. Oblicz diugo$ci bokéw i mia-
ry katow oznaczonych literami.

727 Oblicz brakujace ditugosci bokéw i miary katow w trojkacie ABC.
a) |AB| =10, |BC|=15, |[<ACB|=20°

b) [AB| =5, |AC| =8, [<ABC|=40°

¢) |AB| =8, |BC|=4, |[«ACB|=30°

d) |IBCl =5, |AC| =7, |<BAC|=40°

e) |AB| =20, [«€ABC|=30° |«<ACB|=70°

f) |[AB| =5, |«€CAB|=20° |XxABC|=150°
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 174

a) Dwa sposrod katow trdjkata majg miary 20° i 30° Jaki jest stosunek
dtugosci najdiuzszego boku do najkrotszego?
b) Najkrotszy bok trojkata ma diugos¢ 20 cm, najdtuzszy 30 cm. Jaka jest dlugosc
trzeciego boku, jesli najmniejszy kat ma miare 40°?

Trojkat ABC jest wpisany w okrag o promieniu 5 i |AB| = 5. Oblicz miary
katéw tego tréjkata, gdy bok BC ma diugosc:
a1 b) 3 ) 7

a) Oblicz diugosci bokéw tréjkata o katach 30°, 50° 100° wpisanego
w okrag o Srednicy 20.

b) Oblicz diugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie o katach 20° 75° 85°
i najkrotszym boku diugosci 5.

Podstawa trojkata rownoramiennego ma diugosc 4, a kazde z jego ramion
ma diugos¢ 8.
a) Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.
b) Oblicz promien okregu opisanego na tym trdjkacie.

Krotsza przekatna rownolegioboku ma diugo$c 5 i dzieli jego kat na katy
o0 miarach 45°1 80°. Oblicz dtugosci bokéw tego réwnolegtoboku.

W pewnym trdjkacie naprzeciwko kata « lezy bok diugosci 3, a naprzeciwko
kata 2« lezy bok diugosci 5. Korzystajac ze wzoru sin2x« = 2 sin & cos &, oblicz
miare najwiekszego kata w tym tréjkacie.

Przeczytaj informacje podane w ponizszej ramce.

W wyniku pomiaréw geodezyjnych po- Wciecie w przéd
wstaja mapy i wytyczane jest polozenie  7pana jest odleglo$¢ miedzy punktami
budowanych obiektow. Geodeta postu- 4 j B graz miary katéw < ABC i < BAC

1

|

|

|

:

| . . . . .

| suje sl przyrzadami pozwalajacymi na  (zoh, rysunek). Nalezy obliczy¢ odleglo-
. okreslenie odlegtosci, miar katow, a tak-  4¢i |AC| i |BC|.
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

ze roznicy poziomoéw w terenie. Cze-
wielko$ci jest niemozliwy i wtedy geo- A

|
|
|
|
|
I
|
|
|
l
sto jednak bezposredni pomiar szukanej B i
|
deta moze korzystac z twierdzenia sinu- :
sOw lub twierdzenia cosinuséw. Przykta- |
dem takiej sytuacji jest problem zwany |
w geodezji ,wcieciem w przod”. i

Rozwiagz problem ,wciecia w przod”, jezeli |AB| = 500 m, |[€¥ABC| = 78° oraz
|[<BAC| = 64°.
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139. Na rysunku obok punkt S jest srodkiem okregu /

o promieniu 3. Oblicz dtugo$¢ odcinka x z doktadno-
$cig do cze$ci dziesiatych.

140. w pewnym trdjkacie, w ktérym naprzeciwko bo-
ku diugosci a lezy kat «, a naprzeciwko boku diugosci
b lezy kat 3, zachodzi réwnos¢:

a __b
cosx cosf

Co mozna powiedzie¢ o diugosciach bokoéow a i b? D C
100°  35°

141. Przekatna AC trapezu ABCD podzielita V2
go na dwa trgjkaty, jak pokazano na rysunku 45°
obok. Oblicz dlugo$¢ ramienia BC tego trapezu. A B

142. punkt P jest ortocentrum trojkata ostrokatnego ABC. Wykaz, ze promienie
okregéw opisanych na trojkatach ABC, ABP, ACP i BCP maja réwne diugosci.

143. a) Trojkat prostokatny ABC ma przyprostokatne |AB| =4, |AC| = 1. Punkt
D lezy na przeciwprostokatnej, a potprosta AD jest dwusieczng kata prostego.
Oblicz |AD|.

b) Dwusieczna kata prostego w trojkacie prostokatnym dzieli przeciwprostokatna
w stosunku 1: 3. Oblicz miary katéw tego tréjkata.

144. 7 wierzchotka kata prostego trdjkata réwnoramiennego poprowadzono




CWICZENIA PODSTAWOWE (fragmenty)
Strona 71

1. Oblicz dtugos¢ boku oznaczonego litera.

a)
e _ o_ — A ...
«=180°= = .
5,7m 57 _ _a ~
Sll’lSOo ....... a=
50° 70° asin50°=
a
b)
b 275
82° 4,3 cm
<)

2. Dla tréjkata przedstawionego ponizej istnieje tylko jedna miara kata «, dla kto-
rej spelnione sa warunki podane na rysunkach. ZnajdzZ te miare.

) 49 .
sin68°  sin« 16
. ,6 m
49sinax= .
1IN /V —  cceeeeaaan 4’9m
SIin X = W 68
PP %
D) 7,4 cm
51 cm
(9]
............................................................... X
6,3 km ’8
............................................................... 2’7 km
TRYGONOMETRIA 71
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TWIERDZENIE SINUSOW

3. Dla kazdego zestawu warunkéw dotyczacych trojkata ABC istnieja dwie mozliwe
miary kata < ACB. Znajdz te miary.

a) |AB| =5, |[AC| =7, |« ABC|=37°

rysunek pomocniczy

c o
sin37° sin«
..... sino = .
7 sin = .
o~ lub « ~ 180°— =

A 5 B

b) |AB| =4, |AC| =5, [£*ABC| =52°

rysunek pomocniczy
C

A 4

=

¢) |AB| =2, |AC| =3, [*ABC| =25°
rysunek pomocniczy

3 _ T
dna - , stad sinoe= 2
3
X =
................. x
4
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MATERIALY DO LEKCJI POSWIECONYCH
POJECIU TWIERDZENIE COSINUSOW

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigzac¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
® — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujace oznaczenia:

12. — zadanie fatwe
12. — zadanie o $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego



TWIERDZENIE COSINUSOW

m CWICZENIE W ktérym z ponizszych tréjkatéow mozna obliczy¢ dlugosé boku x
za pomocg twierdzenia sinuséw?

. N 49° 29° 6 X
3
35° 47°

| 4
W sytuacji gdy dane sa trzy boki tréjkata,
tréjkat wyznaczony jest jednoznacznie. Po- 2 b
winniSmy zatem by¢ w stanie obliczy¢ miary
jego katéw. a

Jest podobnie, gdy dany jest jeden kat i diu-
go$ci dwoch bokoéw lezacych przy tym ka-
cie. W takim trojkacie takze powinniSmy by¢
w stanie obliczy¢ diugos¢ trzeciego boku
i miary dwéch pozostatych katow.

204 TRYGONOMETRIA
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 205

Ani w jednym, ani w drugim wypadku nie mozna znalez¢ brakujacych
wielkosSci, korzystajac jedynie z twierdzenia sinuséw. Mozemy jednak sko-
rzysta¢ z nastepujacej zaleznosci miedzy bokami a katami w tréjkacie.

Twierdzenie cosinuséw

W trdjkqcie kwadrat dtugosci
dowolnego boku jest rowny sumie
kwadratow dtugosci dwoch pozostalych

bokow pomniejszonej o podwaojony >
iloczyn dtugosci tych bokow i cosinusa

S
]

b? + ¢* - 2bc cos «

kqta miedzy nimi. b? = a? + c*> - 2ac cos B
c?> = a? + b? -2ab cos y
Dowod ¢
Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku obok. b
Pokazemy, ze zachodzi rownosc: a
a’ =b?+c?-2bccos A c 5

1. Zat6zmy najpierw, ze « jest katem prostym.
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
a’=b?+c?

Poniewaz c0s90° = 0, wiec 2bccos90° = 0
i mozemy zapisa¢ réwnos¢:

a® =b%+c?-2bccos90°

2. Zat6zmy teraz, ze kat « jest katem ostrym.

W kazdym tréjkacie co najmniej dwa katy sa
ostre, mozemy zatem zalozy¢, ze kat ABC h

takze jest ostry. Wobec tego wysoko$¢ h tréj- % S

kata poprowadzona z wierzchotka C dzieli A\ X C’ ¢c-X |B
bok AB na dwa odcinki (zob. rysunek). ‘ C !

X i s _h
p 1 osinoac= g,

x=bcosx i h=bsin«x

Poniewaz cos x = wiec:
Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkata CC’B, otrzymujemy:
a? =h?+(c-x)?
a? = b?sin® & + (c - b cos x)?
a? = b?sin® & + ¢ — 2bc cos & + b? cos? «
a? = b2(sin® & + cos? &) + 2 — 2bc cos «

a® =b? +c?-2bccos x

TWIERDZENIE COSINUSOW 205
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3. Rozwazmy teraz przypadek, gdy « jest katem rozwartym.

Prowadzac z wierzchotka C wysoko$¢ h, otrzy- C
mamy dwa tréjkaty prostokatne C’AC i C'BC
(zob. rysunek).

Poniewaz cos (180°~«) = ;‘—7 i sin(180°-«) = %,
a ponadto:

cos(180°—x)=—-cosx i sin(180°- ) = sin «,
wiec: x=-bcosx i h=bsinx

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trgjkata CC’'B, otrzymujemy:
a? =h?+(c+x)?
a? = b?sin® « + (c - b cos x)?
a? = b?sin® & + ¢% - 2bc cos o + b? cos®
a? = b2(sin® & + cos? &) + c2 — 2bc cos «

a?=b?+c?-2bccosx [

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| =4, |BC| =5 oraz |<ABC|=120°.
Oblicz dtugos¢ boku AC tego tréjkata.

C

X Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

A 4 B

x2=42452_-2.4.5.¢cos120° Korzystamy z twierdzenia cosinuséw.
x2=16+25-40cos120°

cos 120°=—-cos(180°-120°) = -cos60° = —%

x2=41-40- (-1)
5 ¢ Literg x oznaczylismy dtugos¢ boku trojka-
X< =61 1 ta, wigc bierzemy pod uwage tylko dodatnie
rozwigzanie réwnania x% = 61.
X =61

Odp. Bok AC trojkata ABC ma dtugosc¢ 61.

ZADANIE W trojkacie PQR dane sa: |[PQ| = 7, |PR| = 3 i |[<QPR| = 45°. Oblicz
dtugos¢ boku QR tego tréjkata.

206 TRYGONOMETRIA
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 207

Boki trojkata ABC maja dtugosci |AB| = 8, |BC| =5 oraz |AC| = 6.
Oblicz miare kata ACB.

6 5 Wykonujemy rysunek pomocniczy.

A 8 B

82=62+52-2-6-5 cos«x Korzystamy z twierdzenia cosinusow.

64 =61-60cos«x

3 = -60 cos & Odczytu]jemy miare kata, ktérego cosinus jest
1 rowny 55, i korzystamy z réwnosci —cos « =

oS X = 30 =cos(180° - o).

o ~ 93° cos & ~ —cos 87°=cos(180°—87°) = cos 93°

Odp. Kat ACB ma miare okofo 93°.

ZADANIE Boki trgjkata majq dtugosci 3, 5 i 7. Oblicz miare najwiekszego kata tego
trojkata.
zadania 1-13 }

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz dtugo$¢ boku oznaczonego litera.

a) b) 4]
7 45°
6 > 5 ° 4
a
b

2. Oblicz miare kata oznaczonego litera.

a) b) 7 (9}
B
/\ \ 3 NG
X 6
4 5

3. Czy tréjkat o danych diugosciach bokéw jest ostrokatny, prostokatny czy roz-
wartokatny?

a) 5,12, 13 b) 4, 5, 6 d579

TWIERDZENIE COSINUSOW 207
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4. Przekatne réwnolegtoboku przecinaja sie pod katem 60°, a ich dlugosci wyno-
sza 2 i 6. Znajdz dtugosci bokoéw réwnolegioboku.

W iedzied!

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa mozna uogolni¢ w nastepujacy sposob:

Jesli a, b i ¢ sa dlugosciami bokoéw tréjkata oraz a < c i b < ¢, to tréjkat ten jest:
e prostokatny, gdy a® +b? = ¢2,
e rozwartokatny, gdy a® +b? < c?,

e ostrokatny, gdy a?+b? > c2.

5. Uzasadnij twierdzenie podane w ramce, a nastepnie, korzystajac z niego, roz-
wigz zadanie 3.

Uwaga. Przy rozwiazywaniu zadan 6-13 przyda sie twierdzenie cosinuséw albo twierdzenie
sinuséw. W niektérych zadaniach trzeba skorzysta¢ z obu tych twierdzen.

6. Rysunek przedstawia polozenie stat-
koéw A i B wzgledem latarni L. Znajdz
odlegto$¢ miedzy statkami.

7. Na rysunku obok niebieskie linie prze-
rywane sg rownolegte. Oblicz wysokos$¢
drzewa, jesli |AB| = 150 m.

8. Korzystajac z informacji przedsta-
wionych na mapce, oblicz odleglo$¢ mie-
dzy punktami A i B.

9. Boki tréjkata maja diugosci 2, 3 i 4.
Jaka diugos$¢ ma wysoko$c¢ tego trojkata
opuszczona na najdiuzszy bok?

208 TRYGONOMETRIA




PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 209

10. Na ponizszym rysunku zaznaczono  11.W réwnolegtoboku ABCD przed-
punkty D i E, ktore dzielg bok AB tréj- stawionym na rysunku ponizej dane sa:
kata ABC na trzy rowne cze$ci. Wiedzac, |AB| = /3, |AD| =4 oraz | *BAD| = 30°.
7e |AB| =6, |AC| =51 |[<DAC]| = 30°, Czworokat BEDF jest rombem. ZnajdZ
znajdz dtugosci odcinkéw CD i CE. dtugos¢ jego boku.

A

12. W czworokacie KLMN przedstawio-  13.Popatrz na rysunek ponizej. Jaka
nym na rysunku ponizej kat LMN ma  dlugo$¢ ma promien okregu opisanego
miare 120°. Oblicz pole tego czworokata. na czworokacie ABCD?

N 1 M

MINISPRAWDZIAN

S1. Dtugos¢ boku oznaczonego na rysunku
litera a spelnia warunek:

Aae(0;7) C.ae(8;9)
B.ae<7;8> D.ae(9;+oo) 8

$2. Tréjkat ma boki o dlugosciach 4, 5 i 6. Miara najmniejszego kata tego tréjkata,
po zaokragleniu do pelnych stopni, wynosi:

A. 30° B. 38° C. 40° D. 41°

S3. Pole trojkata przedstawionego na rysunku 2 X
obok wynosi 3. Dlugos¢ boku x jest zatem réwna:

A. 3 B. 4 C. V13 D. /26 5

TWIERDZENIE COSINUSOW 209
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TWIERDZENIE COSINUSOW

'ﬂ 4@ Oblicz dtugos$ci bokéw a i b oraz miary katéw «, Biy.

12 Y
3
a 7 8 9
4
b « 8

11
'ﬂ 5@ Oblicz miary katow trdjkata o bokach diugosci:
a) 4,6,7 b) 4,5, 8 ¢) 10,12,13

'ﬂ Sﬂ - W trdjkacie ABC dane sg dtugosci dwéch bokéw i miara jednego z katow.
Oblicz dtugosc¢ trzeciego boku tego trdjkata.

a) |BC| =5, |AC| =2, |[¥BCA| =20°
b) IBC| =3, |AB| =4, [<*ABC| =110°
c) |AB| =5, |AC| =4, |« CAB| =40°

ﬂ52 Pomiedzy stupkami A, B i C rozciagnieto line o diugosci 30 m. Odleglosc¢
miedzy stupkami A i B wynosi 10 m. Oblicz miare kata ACB, gdy odlegto$¢ miedzy
stupkami B i C bedzie rowna 8 m.

750, Oblicz brakujace diugosci bokéw i miary katow trdjkata KLM.
a) |[KM|=7,|KL| =10, [*MKL|=80°

b) IKL| =5, |[LM| =7, |[«KLM| =50°

¢) |KLI =7, |LM|=6, |[*MKL]| =30°

d) [LM| =10, |[KM| =13, [«KLM| =110°

e) |[KM| =10, [LM| =6, |[«KML|=10°

f) ILM| =7, |<KLM|=50° |¥xLMK| =100°

754 Oblicz odlegto$¢ miedzy statkami A i B.
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 177

Czy tréjkat o podanych diugosciach bokéw jest ostrokatny, prostokatny czy
rozwartokatny?
a) 10,12, 21 c) 12,13,5 e) 5,58
b) 3,4, 4 d) 10,11, 14 f) 7,12,13

a) Oblicz pole trojkata o bokach dtugosci 5, 7, 10.
b) Oblicz dtugos¢ najkrétszej wysokosci trojkata o bokach diugosci 6, 7, 8.

a) W trojkacie o bokach dtugosci 4, 8 i 10 poprowadzono Srodkowa taczaca
wierzcholek z najdiuzszym bokiem. Oblicz diugos$¢ tej Srodkowej.

b) W trojkacie ABC boki AB i AC maja diugosci odpowiednio 4 i 6, a Srodkowa
poprowadzona z wierzchotka A ma dlugos¢ +/10. Oblicz dlugos$¢ boku BC.

¢) W trojkacie ABC dane sa: |<CAB| = |[<ABC| = 70° |AB| = 5. Oblicz dltugos¢
Srodkowej AD.

Jeden z bokéw rownolegloboku jest o 3 dluzszy od drugiego, kat ostry
tego rownolegloboku ma miare 60°, a dtuzsza przekatna ma dilugo$¢ 3/7. Oblicz
diugos¢ drugiej przekatne;.

Podstawy trapezu majq diugosci 12 i 4, a jedno z jego ramion ma dtugos¢ 6.
Kat miedzy drugim ramieniem a podstawa ma miare 40°. Oblicz dtugo$¢ drugiego
ramienia i miary pozostatych katéw trapezu.

Na schematycznym rysunku przedstawiono wyniki pomiaréw geodezyjnych.
Oblicz odlegto$¢ miedzy punktami C i D.

b) ¢

g
S
1%
B
26° QQ&
A S
D

a) Wykaz, ze suma kwadratéow diugosci czterech bokéw réwnolegioboku
jest rowna sumie kwadratow dtugosci jego przekatnych.

b) Boki trojkata maja diugosci a, b i c. Jaka diugo$¢ ma Srodkowa trdjkata popro-
wadzona do boku o dtugosci a?

A B
O\\\\\\\\\ ‘\
N

162. Do kotkéw A i B odlegtych od siebie 0 4 m
przywiazano sznur diugos$ci 6 m. W punkcie C na-
\ ciagnieto sznur tak, ze |« ACB| = 60°. W jakich odle-

S glosSciach od koncéw sznura znajduje sie punkt C?
C

A

s

\\\\\\\
N
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163. a) Podstawy trapezu maja dtugosci 10 i 15, a ramiona s rowne 6 i 8. Oblicz
dtugosci przekatnych tego trapezu.

b) Krotsza podstawa trapezu réwnoramiennego ma diugosé 2, przekatna ma diu-
gos$¢ 6, a kat miedzy przekatnymi ma miare 30°. Oblicz diugo$¢ drugiej podstawy
tego trapezu.

¢) Podstawy trapezu majq dtugosci 3 i 11, a przekatne maja dtugosci 6 i 10. Oblicz
miare wiekszego z katéw miedzy przekatnymi.

164. Boki czworokata ABCD maja dlugosci: |AB| = 1, |BC| = 2, |CD| = 3 oraz
IDA| =4, a kat BCD jest prosty. Znajdz miary pozostatych katéw tego czworokata.

165. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag oraz |AB| =5, |[BC| =6, |CD| =7
i|AD|=8.

a) Oblicz miary katow tego czworokata.
b) Oblicz diugosci przekatnych tego czworokata.

166. w tréjkacie ABC boki BC i AC maja dlugosci a i b, a kat ACB ma miare «.
Dwusieczna tego kata przecina bok AB w punkcie P. Znajdz diugos¢ odcinka CP,
jezeli:

a) x=120° b) «=90° c) o =60°

167. a) Oblicz dtugosci bokéw x i y,  b) Skorzystaj z ponizszego rysunku do
a nastepnie — doktadna warto$¢ cos 105°. obliczenia doktadnej wartosci cos 75°.

105° o
\/z X \/§

30° 45° 60° 45°

168. Zacieniowana figura jest ograniczona 169. Oblicz pole zacieniowane-
tukami okregéw o Srodkach w wierzchotkach  go obszaru.

kwadratu i promieniach réwnych diugosci

boku kwadratu. Oblicz pole tej figury, gdy A

diugos¢ boku kwadratu jest rowna 1.
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 179

170. a) Oblicz diugo$¢ przekatnej pieciokata foremnego o boku diugosci a.
b) Oblicz dtugosci przekatnych siedmiokata foremnego o boku diugosci a.

171. Chtopiec patrzy na obraz wiszacy na
$cianie. Obraz ma wysokos$¢ 2m, a jego dolna
krawedz jest umieszczona 1m powyzej po-
ziomej linii przebiegajacej na wysokos$ci oczu

chtopca. 2m
a) W jakiej odlegtosci od Sciany, na ktérej wi-
si obraz, powinien stana¢ chlopiec, aby kat «
widzenia obrazu miat miare 30°? & 1m

b) Wykaz, ze chlopiec nie moze stanaé¢ w ta-
kiej odlegtosci od Sciany, aby miara kata «
byta réwna 45°.

¢) Chiopiec patrzy teraz na obraz o wysokosci 3m, ktérego dolna krawedz jest
umieszczona na tej samej wysoko$ci co pierwszy obraz. W jakiej odlegtosci od
$ciany, na ktérej wisi obraz, powinien stang¢ chtopiec, aby kat &« widzenia obrazu
mial miare 30°?

172. w okrag o promieniu 7 wpisano czworokat ABCD. Boki AB i BC maja rowne
dtugosci, a kat ADC ma miare 120°. Przekgtna BD dzieli czworokat na tréojkaty,
z ktorych tréjkat ABD ma pole dwa razy wieksze od trdjkata BCD. Oblicz obwod
tego czworokata.

179
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TWIERDZENIE COSINUSOW

1. Oblicz dtugos¢ boku oznaczonego litera.

a) b) ) 2 km
5 cm
64°
> m 3m 4 km
6 cm c
b
a

a?=52+32-2.5-3.cos 64°

2. Znajdz miare kata «.

a) b) c)
6
5
9
7 7 8
4
3 6

02 = 72 432 2207030008 (X oo
81= + A2 COS O
A COS X =
COSOU= 25 s

3. Dwa boki trjkata ostrokatnego maja dtugosci 4 i 5, a pole tréjkata jest réwne 6.
Oblicz diugos¢ trzeciego boku.
rysunek pomocniczy Pole = % -5-4-sinx sinx+cosf =1, x € (0°; 90°)

....... =10-sin«x  +cosfa=1
5 sinx= cosx=
X
COS‘X= ..........
(6.4
2 _
4 X ...............................................................
X
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Twierdzenie sinuséw

str. 1/2
Zestaw zadan grupa A
adh
G CEE L LT T TPEEEPEPERTRPRTE
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data

1. W trojkacie rownoramiennym ramie o dlugosci 30 jest nachylone do podstawy pod katem, ktorego sinus
jest rowny 0,6. Promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny:

A. 30 B. 18 C. 25 D. 24

2. Oblicz x, wiedzac, Ze sin o = 3.

3. W pewnym trojkacie cosinus najwiekszego Kkata jest rowny —é, a dlugos¢ najdiuzszego boku wynosi 7.
Promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest rowny:
3 353 356 35
AP B ChHpP DY
4. W trojkacie dwa katy maja miary 10° i 20°, a najdluzszy bok ma dhugo$c 12. Oblicz dlugosci pozostatych
bokow tego trojkata.

5. Dhuzsza przekatna réwnolegloboku ma diugosé 10+/5 i dzieli jego kat ostry na katy o miarach 18° i 27°.
Oblicz dlugos$ci bokéw tego réwnolegtoboku. Wynik podaj z dokltadno$cia do cato$ci.




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Twierdzenie sinuséw

grupa A str. 2/2

6. W trojkacie dwa katy maja miary 30° i 45°, dlugo$¢ najkrotszego boku jest rowna 8. Oblicz dlugo$c¢ naj-
dluzszego boku tego trojkata. Wynik zaokraglij do cze$ci dziesiatych.

7. Cosinus kata miedzy ramionami trojkata rownoramiennego jest rowny %, a jego podstawa ma dlugosc 6.
Oblicz dlugos¢ promienia okregu opisanego na tym tréojkacie.

8. Na ptaskim terenie rosnie drzewo odchylone od pionu o 20° w kierunku poinocnym. Oblicz, jaka jest
wysoko$¢ drzewa, jezeli w samo potudnie, gdy promienie stoneczne padaja pod katem 50° do powierzchni
ziemi, rzuca ono cien o dlugosci 15 metrow. Wynik podaj z dokladno$cia do cze$ci dziesiatych metra.
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Twierdzenie sinuséw

str. 1/2
Zestaw zadan grupa B
adh
R AL LT TP TPE P PEPEPTRPRT
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data

1. W trojkacie rownoramiennym ramie o dlugosci 40 jest nachylone do podstawy pod katem, ktorego sinus
jest rowny 0,8. Promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny:

A. 25 B. 24 C. 40 D. 20

2. Oblicz x, wiedzac, Ze sin o = 2.

3. W pewnym trojkacie cosinus najwiekszego kata jest rowny 7%, a dlugo$¢ najdiuzszego boku wynosi 9.
Promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny:

215 63 V5 215
A = B. 75 C. 33 D. =%

4. W trojkacie dwa katy maja miary 20° i 40°, a najdtuzszy bok ma dtugos¢ 8+/3. Oblicz dtugosci pozostalych
bokow tego trojkata.

5. Krotsza przekatna réwnolegloboku ma dhugosé 2+/7 i dzieli jego kat rozwarty na katy o miarach 41°1109°.
Oblicz dhugosci bokow tego rownolegtoboku. Wynik podaj z dokltadno$cia do cato$ci.




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Twierdzenie sinuséw

grupa B str. 2/2

6. W trojkacie dwa katy maja miary 30° i 45°, dlugos$¢ najkrotszego boku jest rowna 10. Oblicz dhugos¢
najdluzszego boku tego trojkata. Wynik zaokraglij do cze$ci dziesiatych.

7. Cosinus kata miedzy ramionami trojkata rownoramiennego jest rowny % a jego podstawa ma dlugosc¢ 4.
Oblicz dlugos¢ promienia okregu opisanego na tym trojkacie.

8. Na plaskim terenie ro$nie drzewo odchylone od pionu o 20° w kierunku péinocnym. Oblicz, jakiej dlugo$ci
cien rzuca 20-metrowe drzewo w samo potudnie, gdy promienie stoneczne padaja pod katem 50° do
powierzchni ziemi. Wynik podaj z dokladnos$cia do cze$ci dziesiatych metra.
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Twierdzenie cosinusow

Zestaw zadan grupa A

imie i nazwisko Ip. w dzienniku

1. Pole trojkata o bokach diugosci 4, 5, 6 jest rowne:
157 63
.57 D. 3

o]

3
A 2 B.

SIS

2. Trojkatem ostrokatnym jest trojkat o bokach dlugosci:
A.9,12,15 B.12,13,20 C.7,8,9 D. 4,5,7

3. Oblicz cosinus kata « przedstawionego na rysunku.

9]
S

4. O trojkacie ABC przedstawionym na rysunku wiadomo, ze cos « = % Oblicz dlugos¢ boku BC.

5. W trojkacie dwa boki maja dlugosci 3 i 5, a miara kata miedzy nimi wynosi 60°. Oblicz dlugo$¢ trzeciego
boku tego tréjkata.




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Twierdzenie cosinuséw

grupa A str. 2/2

6. W trojkacie o polu rownym 4+/21 kat miedzy dwoma bokami o dhugosciach 5 i 8 jest rozwarty. Oblicz
dhugos¢ trzeciego boku tego tréjkata.

7. Dwa boki trojkata maja dlugosci 5 i 7, a cosinus kata lezacego naprzeciw boku o dlugosci 7 wynosi —%.
Oblicz dlugo$c¢ trzeciego boku tego trojkata.

8. W rownolegloboku o kacie ostrym 60° i obwodzie rownym 20 krotsza przekatna ma diugosé 2+/7. Oblicz
dhugos¢ dluzszej przekatnej tego rownolegloboku.

9. Do kotkoéw A i B odleglych od siebie o 5 m przywiazano sznur dlugosci 8 m. Nastepnie sznur naciagnieto
i zaczepiono w punkcie C tak, ze | XACB| = 60°. W jakich odleglosciach od punktéow A i B znajduje sie
punkt C? Odpowiedz podaj z dokladnos$cia do czesci dziesiatych metra.
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Twierdzenie cosinusow

Zestaw zadan

imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa

1. Pole trojkata o bokach diugosci 4, 6, 8 jest rowne:
A.9 B. 3+/15 C.3 D. 45

2. Trojkatem ostrokatnym jest tréjkat o bokach dhugosci:
A.5,6,7 B. 8,8/3,16 C.4,6,8 D. V/10,4,6

3. Oblicz cosinus kata « przedstawionego na rysunku.

4. O trojkacie ABC przedstawionym na rysunku wiadomo, ze cos & = % Oblicz dilugos¢ boku AC.

c

5. W trojkacie dwa boki maja dlugosci 8 i 16, a miara kata miedzy nimi wynosi 60°. Oblicz dlugos¢ trzeciego

boku tego trojkata.




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Twierdzenie cosinuséw

grupa B str. 2/2

6. W trojkacie o polu rownym 6+/5 kat miedzy dwoma bokami o diugosciach 4 i 7 jest rozwarty. Oblicz
dhugos¢ trzeciego boku tego trojkata.

7. Dwa boki trojkata maja dlugosci 7 i 9, a cosinus kata lezacego naprzeciw boku o dlugosci 9 wynosi %
Oblicz dlugos¢ trzeciego boku tego trojkata.

8. W rownolegloboku o kacie rozwartym 120° i obwodzie rownym 30 krotsza przekatna ma diugosé 3+/7.
Oblicz diugos¢ dluzszej przekatnej tego rownolegtoboku.

9. Do kotkow A i B odleglych od siebie 0 4 m przywiazano sznur dlugo$ci 7 m. Nastepnie sznur naciagnieto
i zaczepiono w punkcie C tak, ze |<ACB| = 60°. W jakich odlegtosciach od punktéow A i B znajduje sie
punkt C? OdpowiedZ podaj z doktadnoscia do czesSci dziesigtych metra.
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MATERIALY DODATKOWE DO WYKO-
RZYSTANIA PRZY REALIZAGJI DZIALU
TRYGONOMETRIA




ZNAJDZ BtAD
Zestaw zadan

ZNAJDZ BtAD
TRYGONOMETRIA ZAKRES PODSTAWOWY

Zadanie 1. Korzystajac z funkcji trygonometrycznych katéw 30°, 45° i 60°, podaj kontr-
przyktad, za pomoca ktérego mozna wykazaé, ze ponizsza réownos¢ jest fatszywa.

a) sin2x=2sin
b) cos(ox—B)=cosx—-cospf

0 tg(i@+p)=Ltgarligp
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Zadanie 2. Boki tr6jkata ABC maja dlugosci: |[AB| = 5, |BC| = 5+/7 i |AC| = 15, a ponadto
|[€¥BAC| = 60°. Dwie dziewczyny, Ala i Ula, obliczyly miare kata ABC tego trdjkata, ale

otrzymaly rézne wyniki.
Obliczenia Ali Obliczenia Uli
|BCl  _ _ 1AC] 2 _ 2 2 _ i i
M3 BAC — SnLABC |ACI| = |AB| +|BC|* - 2|AB]| - |BC| - cos<ABC
57 __ 15 2_c2 Z_o.5. .
TneE = ST ARC 15°=5%2+(57)"=2-5-57 - cos<ABC
5V7 _ 15 - _ .
25 = Sn<ABC 225=25+175-50/7 - cos< ABC
2
sin<}EABC=M cos«ABC=ﬁ
2.7 14
|[<ABC| =~ 79° |« ABC| = 101°
Ktéry wynik jest poprawny?
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Trygonometryczny rowerzysta

v

39



LEKCJE Z WYKOPEM
Trygonometryczny rowerzysta

Trygonometryczny rowerzysta

Opis: Proste zastosowania trygonometrii w trojkacie prostokatnym umieszczone w kontek$cie praktycznym.

Uwagi: Uczniowie powinni zna¢ funkcje trygonometryczne w trojkacie prostokatnym i umie¢ z nich korzystac.
Do niektorych obliczen potrzebny jest kalkulator naukowy pozwalajacy ustala¢ dos¢ doktadng miarg kata na
podstawie wartosci funkciji trygonometrycznych tego kata. Zawarto$¢ lekcji mozna rozbudowac o zadania

z rozdziatu Zastosowania trygonometrii z podrecznika GWO.
Przebieg lekcji:

Przyktad 1
1. Cwiczenie: Oblicz diugos¢ boku x i miare kata a. Wyniki podaj z doktadnoscia do 1 centymetra i 1 stopnia.

X

j 35° ‘
3,8 km
2,1 km
5cm
Odpowiedz: Odpowiedz:
x =~ 4cm a = 61°

2. Zadanie: Na rysunku przedstawiono schemat podjazdu dla wozkow inwalidzkich.

Literami oznaczono:
a — kat nachylenia podjazdu,

d - dtugosc podjazdu, d
h - wysoko$¢ podjazdu, h
p— diugosé podstawy podjazdu. a )

p

a) Jaka jest dfugo$¢ podjazdu o kacie nachylenia 4° i wysokosci 50 cm? Podaj wynik z doktadno$cig do 1 cm.
b) Oblicz, z doktadnoscia do 1 stopnia, kat nachylenia podjazdu o dfugosci 6,05 m i podstawie diugosci 6 m.

¢) Nachylenie podjazdu czesto podaje sie jako stosunek wysokosci podjazdu do dtugosci jego podstawy (%)
wyrazony w procentach. Zgodnie z przepisami budowlanymi nachylenie podjazdu dla wozkow inwalidzkich
nie moze przekroczy¢ 15%. Oblicz, z doktadno$cig do dziesigtej czesci stopnia, maksymalny dopuszczalny
kat nachylenia takiego podjazdu.

Odpowiedz:

50 6 o _ o
a)d—m~717[cm], b)cosa—ﬁ,a~7 ctga = 0,15; a = 8,5

Uwaga. Nalezy zaakcentowac, ze nachylenie podjazdu wyrazone w procentach to faktycznie tangens
kata nachylenia tego podjazdu.
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Trygonometryczny rowerzysta

3. Nauczyciel: Znaki na ponizszych zdjeciach pochodzg z rdznych krajow. O czym informujg?
Jaka wielko$¢ wyrazono w procentach?

Uwaga. Ponownie, tak jak w wypadku podjazdu, nachylenie drogi wyrazone w procentach to tangens kata
nachylenia drogi do poziomu.

Nachylenie drogi = S- 100%

4. Zadanie: Pod jakim katem nachylona jest do poziomu ulica, przy ktérej postawiono trzeci z powyzszych znakow?
Odpowiedz:
tga = 0,07; a = 4°

Przyktad 2

1. Nauczyciel: Pan Jacek kazdego dnia dojezdza do pracy rowerem (ta historia oparta jest na faktach).
Fragment jego drogi do pracy prowadzi w dot stromej ulicy Matopolskiej (patrz mapka ponizej,
260 m to odlegto$¢ mierzona w poziomie, p na rysunku z pkt. 2 w przyktadzie 1).

Kurpiowska 38
st %
oo 2
%
<¢0
Matopolska 22

1 minuta
@b 260 m



Ulica Matopolska jest rzeczywiscie stroma. Stoi przy niej taki znak drogowy.

Zjezdza sig nig przyjemnie, ale droga powrotna tg ulicg jest mordega. Dlatego pan Jacek, aby jechac drogg o mniejszym
nachyleniu, wraca inng trasa.

Zamiast z punktu A jecha¢ pod gore ulicg Matopolska, jedzie ulica Kurpiowska (ktora jest ptaska) do punktu B.
Migdzy punktami B i C nie ma ulicy, ale tczg je schody, ztozone z 16 stopni, kazdy o wysokosci 15 cm.

Pan Jacek wpycha po schodach rower (nie jest to przyjemne, ale jest mniej meczace i trwa krocej niz wjazd ulica
Matopolska). Dalszg droge (do ulicy towickiej 4) pokonuije juz rowerem wzdfuz niebieskiej linii (wzdtuz ulicy Wielkopol-
skiej, odlegtos¢ 230 m jest mierzona w poziomig).

Dla dociekliwych: punkty ,Matopolska 22” i ,Lowicka 4” lezg na tej samej wysokosci, fragment ulicy, ktory je taczy,
jest ptaski.

1 minuta
230 m

—
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2. Zadanie: Jaka jest rdznica miedzy miarami katow nachylenia ulicy Matopolskiej i niebieskiego fragmentu drogi
powrotnej pana Jacka? lle stopni nachylenia pan Jacek ,zyskuje”, wpychajac rower po schodach?

Odpowiedz:

Kat («) nachylenia ulicy Matopolskiej:

tga=0,14;,a = 7,97°

Roznica wysokosci (H) migdzy poczatkiem a koncem zjazdu ulicg Matopolska (czyli roznica wysokosci
miedzy Matopolska 22 a Kurpiowskg 38):

—=tga=0,14, Wigc H=0,14-260 =364 [m]

Wysokosc (s) schodow:

$=16-0,15=2,4 [m]

Radznica wysokosci (h) migdzy poczatkiem a koricem powrotu niebieska trasg (czyli roznica wysokosci
miedzy towickg 4 a Zrodlang 1:

h=H-s=364-24=34[m]

Kat (8) nachylenia niebieskiej trasy powrotnej:

tgf = % wiec f~8,41°

Rdznica miar katow:

f-ax8,41°-7,97°=0,44°

Uwaga: Roznica miedzy miarami katow jest niewielka, ale — co zaskakujace (i powinno by¢ zauwazone przez
uczniow) — kat nachylenia drogi powrotnej jest wiekszy (a nie mnigjszy, jak chciat pan Jacek!) od kata nachylenia
ulicy Matopolskiej! Warto by uczniowie zastanowili sie, dlaczego tak jest (pan Jacek, wchodzac po schodach,
wprawdzie zmniejszyt roznice wysokosci, ale przez wybdr niebieskiej drogi skrocit tez pokonywang trase).
Ponizszy rysunek nie zachowuije proporcji, ale moze pomoc zrozumiec te sytuacije.

36,4 m
34m

230 m i

260 m

Podsumowanie

Nauczyciel: Pan Jacek tak bardzo byt przekonany o tym, ze wchodzac po schodach zmniejsza nachylenie
pozostatego fragmentu drogi do domu, ze nie zauwazyt, ze faktycznie jedzie trasq bardziej stroma. Intuicja jest
bezcennym narzedziem podpowiadajacym czfowiekowi rozwigzania problemow, jednak bywa, ze nie wskazuje
rozwigzania najlepszego. Dobrg praktykg jest weryfikowanie intuicyjnych odpowiedzi za pomocg obiektywnych
i niezawodnych narzedzi, wsrod ktorych niepodzielnie kroluje matematyka.
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Trygonometryczny rowerzysta

Przyktad 1
Krok 1: Oblicz dfugo$¢ boku x i miare kata . Wyniki podaj z doktadnos$cig do 1 centymetra i 1 stopnia.

X

B A

3,8 km

2,1 km

Krok 2: Na rysunku przedstawiono schemat podjazdu dla wozkow inwalidzkich.

Literami oznaczono:
a — kat nachylenia podjazdu,

d — dtugos¢ podjazdu, d
h — wysoko$¢ podjazdu, h
p — dlugo$é podstawy podjazdu. N .

p

a) Jaka jest diugo$¢ podjazdu o kacie nachylenia 4° i wysokosci 50 cm? Podaj wynik z doktadno$cig do 1 cm.
b) Oblicz, z doktadnoscia do 1 stopnia, kat nachylenia podjazdu o diugosci 6,05 m i podstawie diugosci 6 m.

¢) Nachylenie podjazdu czesto podaje sie jako stosunek wysokosci podjazdu do dtugos$ci jego podstawy (%)
wyrazony w procentach. Zgodnie z przepisami budowlanymi nachylenie podjazdu dla wozkow inwalidzkich
nie moze przekroczy¢ 15%. Oblicz, z doktadno$cig do dziesigtej czesci stopnia, maksymalny dopuszczalny
kat nachylenia takiego podjazdu.

Krok 3: Znaki na ponizszych zdjeciach pochodza z réznych krajow. O czym informuja?
Jaka wielko$¢ wyrazono w procentach?

[
-~ 8%

Krok 4 : Pod jakim katem nachylona jest do poziomu ulica, przy ktorej postawiono trzeci z powyzszych znakow?
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Przyktad 2

Krok 1: Pan Jacek kazdego dnia dojezdza do pracy rowerem (ta historia oparta jest na faktach). Fragment jego
drogi do pracy prowadzi w dot stromej ulicy Matopolskiej (patrz mapka ponizej, 260 m to odlegfo$¢ mierzona
W poziomie, p na rysunku z Kroku 2.).

Kurpiowska 38
f
o 2,
2o 2
o %
)
<<0
lp/.
@
%

Matopolska 22

1 minuta
é b 260 m

Ulica Mafopolska jest rzeczywiscie stroma. Stoi przy niej taki znak drogowy.

Zjezdza sie nig przyjemnie, ale droga powrotna tg ulicg jest mordega. Dlatego pan Jacek, aby jechac drogg 0 mniejszym
nachyleniu, wraca inng trasa.

Zamiast z punktu A jecha¢ pod gore ulica Matopolska, jedzie ulicg Kurpiowskg (ktora jest ptaska) do punktu B.

Migdzy punktami B i C nie ma ulicy, ale taczg je schody, ztozone z 16 stopni, kazdy o wysokosci 15 cm.

Pan Jacek wpycha po schodach rower (nie jest to przyjemne, ale jest mniej meczace i trwa krocej niz wjazd ulica

Matopolska). Dalszg droge (do ulicy towickiej 4) pokonuje juz rowerem wzdiuz niebieskiej linii (wzdtuz ulicy Wielkopol-
skiej, odlegtos¢ 230 m jest mierzona w poziomig).

Dla dociekliwych: punkty ,Matopolska 22” i ,towicka 4” lezg na tej samej wysokosci, fragment ulicy, ktory je taczy,
jest pfaski.
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Kurpiowska 38
\G
\N&\QQQ\‘b
B oﬁ
c a
Matopolska 22 Zrodlana 1
° o =
< y 0‘)‘5\ 2>
%, et %

1 minuta
@b 230 m
towicka 4

Krok 2: Jaka jest rdznica miedzy miarami katow nachylenia ulicy Matopolskiej i niebieskiego fragmentu drogi
powrotnej pana Jacka? lle stopni nachylenia pan Jacek ,zyskuje”, wpychajac rower po schodach?

Podsumowanie

Pan Jacek tak bardzo byt przekonany o tym, ze wchodzac po schodach zmniejsza nachylenie pozostatego
fragmentu drogi do domu, Ze nie zauwazyt, ze faktycznie jedzie trasg bardziej stromg. Intuicja jest bezcen-
nym narzedziem podpowiadajacym cztowiekowi rozwigzania problemow, jednak bywa, ze nie wskazuje roz-
wigzania najlepszego. Dobrg praktyka jest weryfikowanie intuicyjnych odpowiedzi za pomocg obiektywnych
i niezawodnych narzedzi, w$rdd ktorych niepodzielnie kroluje matematyka.
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Wpiywy Ksiezyca

Opis: Te lekcje mozna przeprowadzi¢ w czasie omawiania przeksztatcen funkcji trygonometrycznych.

Przebieg lekcji:
Przed przejsciem do gtownego tematu lekcji proponujemy wykonac¢ z uczniami nastepujgce cwiczenia.

1. Cwiczenie: Ustal warto$¢ najwigksza, najmniejszg oraz amplitude kazdej z podanych funkcji trygonometrycz-
nych. Wyznacz takze jej okres.

a) f(x)=1+sin2x

b) f(x)=4sinx-2

C) f(x)=-4-3cos(4x-2)
d) fix)=2cos4(x-2)+1

Uwaga: Amplituda funkcji y = a sin k(x + p) + ¢ wynosi |a|.

2. Cwiczenie: Napisz wzor funkcji postaci f(x) = asin kx + p, ktorej warto$¢ maksymalna wynosi 10, mini-
malna jest rowna -2 , za$ okres 7T wynosi T = %

3. Cwiczenie: Napisz rownanie funkcji, ktorej wykres przedstawiono ponizej.

Druga czes¢ lekcji mozna rozpocza¢ od rozmowy z uczniami na temat odptywow i przyptywow morza. Przyczy-
ny ptywow z reguty uczniowie znajg — odpowiedzialny za nie jest Ksigzyc. Nie zawsze jednak wiedza, jak czesto
pojawia sie tzw. ,wysoka woda” i ze Stofice oraz grawitacja Ziemi rowniez maja wpltyw na to zjawisko. Ta lekcja
ma poszerzy¢ ich wiedze na ten temat, ale takze da¢ mozliwo$¢ pokazania zastosowan matematyki w zyciu
codziennym.

4. Nauczyciel: Omawiajac funkcje, staramy sie przedstawi¢ takie zalezno$ci, ktore opisujg zjawiska przyrody.
Przy okazji funkciji liniowej mozemy mowi¢ o rozszerzalnosci cieplnej, czy o ruchu prostoliniowym, za$ gdy
omawiamy funkcje kwadratowe — o0 ruchu jednostajnie przyspieszonym. Funkcje trygonometryczne pojawig sie,
gdy opisywac bedziemy ruch wahadta, drgania sprezyny czy tez ptywy oceanow.
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Wiadomosci na temat przyptywow i odptywow warto poprze¢ fotografiami:

W ponizszej tabeli podano wyniki pomiaréw gteboko$ci morza na koficu pomostu w pewnej miejscowosci.
Pomiary zostaly zebrane w ciggu 1,5 doby (wykonywane byly co 3 godziny poczawszy od pétnocy).

ty [0 [3 |6 |9 |12

15

18

21

24

27

30

33

D (m)|15,05|16,34 (15,36 (13,83 | 14,45

16,12

15,91

14,19

13,98

15,65

16,27

14,74

Przedstawmy zebrane dane w prostokatnym uktadzie wspofrzednych. Mozna to zrobi¢ recznie na papierze milime-

trowym lub przy uzyciu programow graficznych.

A

17 m m

; E
161 i

i
15
i i
14 i
13
13 6 9 12 15 18 21 24

Otrzymany wykres sugeruije, ze gteboko$¢ zmienia sig okresowo w zalezno$ci od czasu. Mamy zatem
do czynienia z funkcja trygonometryczng. Bedzie miata ona posta¢ d = asin k - ¢ +q.

Sprébujmy ustali¢ wartosci wspétczynnikow a, ki g wystepujacych we wzorze funkcji.

Zauwazmy, ze najnizszy poziom wody wynosit 13,83, zas najwyzszy - 16,34.

Zatem q = 282163 < 1509

Amplitude mozemy przyblizyé nastepujaco a = 16,34 - 15,09 = 1,25 m.

Narysujmy prostg o rownaniu d = 15,09.
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Mozemy uznac, ze przesunigcie na osi OX prawie nie istnieje (dla £ =0 mamy g = 15,05), a przesunigcie na
osi QY zostato wyznaczone i wynosi 15,09.

Sprobujemy odczytac okres tej funkcji z wykresu. To okoto 12,7 h.

2

Zatem 12,7 = =, wige k = % ~ 0 495.
k 127

Otrzymujemy wzor funkcji modelujgcej: d =1,25sin0,495¢+15,09.

Jezeli mamy mozliwo$¢ wykorzystania kalkulatora graficznego lub programu rysujacego wykresy, mozemy
pokazaé, jak trafnie odkrylismy wzor funkcji modelujacej dane.

Mozemy wykorzysta¢ opcje znajdowania krzywej regresji czy krzywej trendu, aby pokazaé, jak dokfadne jest
nasze przyblizenie.

Zauwazmy, ze wysoka woda zdarza sie dwa razy w ciggu doby. Amplituda ptywu w naszym wypadku
wynosi 1,25 m, rozni sie ona jednak w roznych miejscach. Na jej warto$¢ majg wptyw zarowno ksztatt linii
brzegowej, jak i dna.

Podsumowanie:

Amplituda fali przyptywowej osigga najwigksza warto$¢ w ciesninach i zatokach. W zatoce Fundy
w Kanadzie wysokosc fali dochodzi¢ moze nawet do 21 m. W internecie tatwo mozna znalez¢ filmy ilustrujace
to oszatamiajgce zjawisko, np: https://www.youtube.com/watch?v=3RdkXs8BibE

W morzach wewnetrznych i w oddalonych od oceanéw ciesninach przyptywy s bardzo stabe.
W Polsce nad Baftykiem wynoszg zaledwie kilka centymetrow.
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Whpiywy Ksiezyca

Krok 1: Ustal warto$¢ najwigksza, najmniejszg oraz amplitude kazdej z podanych funkcji trygonometrycznych
Wyznacz takze jej okres.

a) f(x)=1+sin2x b) f(x) =4sinx-2
C) f(x)=-4-3cos(4x-2) d) flx) =2cos4(x-2)+1

Uwaga: Amplituda funkcji y = a sin k(x + p) + ¢ wynosi |a|.

Krok 2: Napisz wzor funkcji postaci f(x) = a sin kx + p, ktorej wartos¢ maksymalna wynosi 10, minimaina
jest rowna -2 , za$ okres T wynosi T = % .

Krok 3: Napisz rownanie funkcji, ktorej wykres przedstawiono ponizej.

Krok 4: W ponizszej tabeli podano wyniki pomiarow gtebokosci morza na koncu pomostu w pewnej miej-
scowosci. Pomiary zostaly zebrane w ciggu 1,5 doby (wykonywane byly co 3 godziny poczawszy od potnocy).

t(h) |0 3 6 9 12 |15 |18 |21 24 |27 |30 |33
D (m)|15,05|16,34 /15,36 | 13,83 | 14,45 (16,12 15,91 | 14,19 (13,98 | 15,65 | 16,27 | 14,74

Przedstaw zebrane dane w prostokgtnym uktadzie wspétrzednych. Mozesz to zrobi¢ recznie na papierze milimetro-
wym lub przy uzyciu programow graficznych.

Otrzymany wykres bedzie sugerowat, ze gteboko$¢ zmienia sie okresowo w zaleznosci od czasu. Mamy zatem
do czynienia z funkcjg trygonometryczna. Bedzie miata ona posta¢ d = asin k- +q.

Sprobuj ustali¢ wartosci wspéiczynnikéw a, k i g wystepujacych we wzorze funkcii.

Podsumowanie:

Amplituda fali przyptywowej osigga najwiekszg warto$¢ w ciesninach i zatokach. W zatoce Fundy
w Kanadzie wysokos¢ fali dochodzi¢ moze nawet do 21 m. W internecie tatwo mozna znalez¢ filmy ilustrujace
to oszatamiajace zjawisko, np: https://www.youtube.com/watch?v=3RdkXs8BibE

W morzach wewnetrznych i w oddalonych od oceanow cieSninach przyptywy s bardzo stabe.
W Polsce nad Baftykiem wynoszg zaledwie kilka centymetrow.
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Tajemny wielokat

Opis: W trakcie realizacji zagadnien z trygonometrii uczniowie wyznaczajg doktadne wartosci funkcji trygonome-
trycznych katow 30°, 45° oraz 60°. Katy te uczniowie znajdujg w kwadracie czy tez w trojkacie rownobocznym.
Czy mozna obliczy¢ doktadnie wartosci funkcji trygonometrycznych innych katow?

Uwagi: Uczen zna zalezno$ci trygonometryczne w trojkacie prostokatnym, rozpoznaje trojkaty podobne, zna ich
wtasnosci, potrafi rozwiazywaé rownania kwadratowe z parametrem.
Przebieg lekciji:

1. Nauczyciel: Niektore tablice matematyczne podajg wartosci funkcji trygonometrycznych kata 18°.

- 15° 18° 22,5° 36° 54° 67,5° 72° 75°
sin & V62 V5 -1 V2 -2 V10-2.6 V5 +1 V2 +.2 V10 +2.6 V642
2 4 2 2 2 2 4 2
V6 +2 V10 +26 V2 +.2 V5 +1 V10 -2.5 2-./2 V5-1 V6-.2
C0s 2 4 2 2 2 2 4 2

tga | 2-v3 (BB 5 |2 5| BB 54y V25| 2+ V3

Zastanowimy sie wspolnie, w jaki sposob zostaty one wyznaczone.

Nauczyciel: Pentagram (gwiazda pitagorejska) to figura geometryczna nazywana tez wielokatem gwiazdzistym
foremnym. W wielu kulturach pentagram uwazany jest za symbol magiczny.

Oto, co mowi Wikipedia (https://pl.wikipedia.org/wiki/Pentagram):

Pentagram byt symbolem znanym juz w czasach neolitu. Pentagram byt znany jako Gwiazda Isztar, a pozniej jako Gwiazaa Izy-
dy. Mistycy pitagorejscy widzieli w nim symbol doskonafosci, kojarzyli go z Zyciem i zdrowiem. W starozytno$ci przekonanie
0 wiasciwosciach ochronnych pentagramu byfo tak silne, Ze Babiloriczycy czesto rysowali go na pojemnikach z zywno-
scig, co miafo zapobiegac jej gniciu. Dia pierwszych chrzeScijan pentagram odzwierciedlat pig¢ ran Jezusa, ze wzgledu na
5 wierzchotkéw. Od XIV wieku uwazany za symbol szatana, ze wzgledu na podobieristwo do gtowy kozfa (odwrdcony dwoma
wierzchotkami do gory). W XIX wieku Eliphas Levi podzielit pentagramy na ,,dobrg strone” i ,,zfg strong”. Za ,,dobrg” uznat
ten odwrdcony jednym wierzchotkiem do gory, za ,,zfa” odwrdcony — zwrdcony dwoma wierzchotkami do gory. Pentagram
zwrdcony jednym wierzchotkiem do gory zwany jest Pentagramem Biatym, jest on odzwierciedleniem sacrum — Sily boskiey.
Moze réwniez odzwierciedla¢ pig¢ zmystow czlowieka, pig¢ zywiofow: ziemig, wode, wiatr, ogien i $wiatfo, oraz pigc¢ Swia-
tow: fizyczny, eteryczny, astralny, mentalny i duchowy, ukazujgc wyzszos¢ umystu cztowieka nad wszelkimi innymi zywiotami
i zmystami. Pentagram zwrdcony jednym wierzchotkiem ku dofowi zwany jest Pentagramem Odwrdconym, Czarnym lub Pen-
tagramem Baphometa. Pentagram Baphometa przedstawia profanum — czfowieczerstwo, odzwierciedla on wyzszo$¢ zadz
i emocji nad rozumem, jest powszechnie uwazany za znak satanistyczny, chociaz czgsto mylony z Pentagramem Biatym.
Bialy Pentagram w okregu (inaczej pentakl) uwazany jest za amulet chronigcy przed zgubnym wplywem magii oraz klgtwa-
mi. Mozna go zauwazy¢ na réznych talizmanach i amuletach oraz odnalez¢ w wielu budowlach sakralnych itp. Pentakl jest
migdzy innymi symbolem religii Wicca i innych tradycji pogariskich.

Uwaga. Uczniowie mogg przygotowac prezentacje na temat znaczenia pentagramu.

Nauczyciel: Rysunek przedstawia pieciokgt i pentagram
foremny, oba wpisane w koto o $rodku O.
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Nietrudno stwierdzi¢, ze kat CAB ma miarg 36°.

A

Zauwazmy, ze trojkaty CBA i BDC sa trojkatami podobnymi (na podstawie cechy kkk).
A A

P

c B c—_ B

Oto jedna z propozyciji ustalenia miar ich katow:

|« CAB| = 36° |<ACB| = 72°

|<ACB| = |+ ABC| = 1856 = 79° |+ACD| = 36°
, L o oo oo |« DCB| = 72°-36° = 36°

Miary katow trojkata CBA: 36°, 72°, 72 .

|« CAD| = 36

|« CBD| =72°

|« CDB| = 180°-36°-72° = 72°
Miary katow trojkata BDC: 36° 72° 72°

Z podobienstwa trojkatow CBA i BDC otrzymujemy: ||(C:'3|| = %
Niech |CA| = x, |CB| = a, wtedy |DB| = x — a.
A wiec: X a
E = XTG’ a>0, x>0

x2—ax-a’=0
A=a?+4a? =5a2

VA = a5

_a-aJ5 _a(l -5 a(l +/5)

X <0 lub x=——"—F"=>0
2 2 2

nie spetnia spefnia

zatozen zatozenia

Korzystajac teraz ze stosunkow trygonometrycznych w trojkatach prostokatnych badz z twierdzenia cosinu-
s6w, mozna wyznaczy¢ warto$ci funkciji trygonometrycznych kata 18° (lub jego wielokrotnosci).



LEKCJE Z WYKOPEM
Tajemny wielokat

Rozwazmy na przykiad trojkat CAA”.

a

sin18°= 2

X
sin18° = : o _ 1 _1-5_/6-i
Tad+v® {1 +5 1-5 4

N

Poréwnajmy ten wynik z liczbg podang w tabeli.

Cwiczenie: Wyznacz cos18° i tg18°.

Podsumowanie

Nauczyciel: Warto zwrdci¢ uwage na to, jak wiele znajdujemy matematyki wokot nas. By¢ moze nigdy nie
podejrzewaliSmy, ze gwiazda piecioramienna kryje tyle tajemnic.
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Tajemny wielokat

Krok 1: Niektore tablice matematyczne podaja wartosci funkciji trygonometrycznych kata 18°.

- 15° 18 | 225° | 36° 54 | 67,5 | 72 75°
sin o VB2 V5 -1 V2-V2 | J10-2.5 V5 +1 V242 | V10425 | AB+V2
4 4 2 4 4 2 4 4
VB+V2 | V10425 V2+2 V541 V1025 2-\/2 V5 -1 V6-2
C0S o 7 7 2 7 7 2 4 4
tgo | 2-v3 | BB 5 | \Fo2/5 | B0 o4y |VB+2/5| 2+ 3

Zastanow sie, w jaki sposob zostaty one wyznaczone.

Krok 2: Pentagram (gwiazda pitagorejska) to figura geometryczna nazywana tez wielokgtem gwiazdzistym fo-
remnym. W wielu kulturach pentagram uwazany jest za symbol magiczny.

Oto, co mowi Wikipedia (https://pl.wikipedia.org/wiki/Pentagram):

Pentagram byt symbolem znanym juz w czasach neolitu. Pentagram by! znany jako Gwiazda Isztar, a péZniej jako Gwiazda lzy-
dy. Mistycy pitagorejscy wiazieli w nim symbol doskonatosci, kojarzyli go z zyciem i zarowiem. W starozytnosci przekonanie
0 wiasciwosciach ochronnych pentagramu byfo tak silne, Ze Babiloriczycy czgsto rysowali go na pojemnikach z zywno-
Scig, co miafo zapobiegac jej gniciu. Dla pierwszych chrzescijan pentagram odzwierciedlat piec ran Jezusa, ze wzgledu na
5 wierzchotkéw. Od XIV wieku uwazany za symbol szatana, ze wzgledu na podobieristwo do gfowy kozfa (odwrdcony dwoma
wigrzchotkami do gory). W XIX wieku Eliphas Levi podzielit pentagramy na ,,dobra strone” i ,,zlg strong”. Za ,,dobrg” uznat
ten odwrdcony jednym wierzchotkiem do gdry, za ,,zIa” odwrécony — zwrécony dwoma wierzchotkami do gory. Pentagram
zwrdcony jednym wierzchotkiem do gory zwany jest Pentagramem Biafym, jest on odzwierciedleniem sacrum — sify boskiey.
Moze réwniez odzwierciedlac pie¢ zmystéw czfowieka, pie¢ Zywioldw: ziemig, wode, wiatr, ogieri i Swiatfo, oraz pigc Swia-
tow: fizyczny, eteryczny, astralny, mentalny i duchowy, ukazujac wyzszo$¢ umystu czfowieka nad wszelkimi innymi zywiotami
i zmystami. Pentagram zwrdcony jednym wierzchotkiem ku dofowi zwany jest Pentagramem Odwréconym, Czarnym Ilub Pen-
tagramem Baphometa. Pentagram Baphometa przedstawia profanum — czfowieczenstwo, odzwierciedla on wyzszos¢ zadz
i emocji nad rozumem, jest powszechnie uwazany za znak satanistyczny, chociaz czgsto mylony z Pentagramem Bialym.
Bialy Pentagram w okregu (inaczej pentaki) uwazany jest za amulet chronigcy przed zgubnym wplywem magii oraz klatwa-
mi. Mozna go zauwazy¢ na roznych talizmanach i amuletach oraz odnalezc w wielu budowlach sakralnych itp. Pentakl jest
miedzy innymi symbolem religii Wicca i innych tradycji pogariskich.

Cwiczenie 1: Przygotuj prezentacje na temat znaczenia pentagramu.

Krok 3: Rysunek przedstawia pigciokat i pentagram forem-
ny, oba wpisane w koto o $rodku O.

Nietrudno stwierdzi¢, ze kat CAB ma miare 36°.

59



60

LEKCJE Z WYKOPEM
Tajemny wielokat

Zauwaz, ze trojkaty CBA i BDC s3 trojkatami podobnymi (na podstawie cechy kkk).
A

C B

Oto jedna z propozyciji ustalenia miar ich katow:

|« CAB| = 36° |<ACB| = 72°, | ACD| = 36°
| %ACBI = |xABC| = 180558 — 727 |+ DCB| = 72°- 36° = 36°
|« CAD| = 36°, |%xCBD| =T72°

Miary katow trojkata CBA: 36°, 72°, 72° o e oo .
|+ CDB| = 180°-36°-72° = 72

Miary katow trojkata BDC: 36°, 72° 72°

Z podobienstwa trojkatow CBA i BDC otrzymujesz: % = % Niech |CA| = x, |CB| = a, wtedy
|[DB| = x —a. A wigec:

£ L, a>0 x>0

a x-a

x2—ax-a?=0
A=a?+4a? =5a2

VA =aJ/5

Xza—aﬁzaﬂ—\/g) <0 Iub X=a(1+¢§) -0
2 2 2
nie spefnia spetnia
zatozen zatozenia

Korzystajac teraz ze stosunkdw trygonometrycznych w trojkatach prostokatnych badz z twierdzenia cosinusow,
mozna wyznaczy¢ warto$ci funkciji trygonometrycznych kata 18° (lub jego wielokrotnosci).

Rozwaz na przyktad trojkat CAA” A
sin18°—§— 2 S N LA LN R %
Cx o ai+® 145 1-5 4 -

N

Porownaj ten wynik z liczbg podang w tabeli.

Cwiczenie 2: Wyznacz cos 18° i tg18°.

Podsumowanie

Warto zwrdci¢ uwage na to, jak wiele znajdujemy matematyki wokot nas. By¢ moze nigdy nie podejrzewalismy,
7e gwiazda piecioramienna kryje tyle tajemnic.



Zadanie 1
Oblicz tangensy katow o i & .

4

5 —
tga =g, tF =73
tga=3, tgf=1%

. —_5
tgﬂ—m, tgﬁ—m

4 5
tga=7, tgf=3

Zadanie 2
Oblicz dtugos¢ odcinka @, wiedzac, ze cosy= %.

TRYGONOMETRIA
Test ze Strefy ucznia

a=5
a=12
a=19,6
a=325

Zadanie 3
19260 +2in150" cos60”

Tidcosiay  Ma wartosc:

Wyrazenie
3,25(1—v3)
.

3,25(1+243)
28

Zadanie 4
Dtugos$c¢ cieciwy, na ktorej oparty jest zaznaczony na rysunku kat, wynosi:

2
4
23
443
Zadanie 5
Rdéwnanie prostej, ktdra jest nachylona do osi = pod katem 135° i przechodzi przez punkt (1,3), to:
y=z+2
y=—z+4
y=23x
y=2r4+1



Zadanie 6

Boki réwnolegtoboku maja 3 cm i & cm, a jego kat ostry ma 43°. Pole tego réwnolegtoboku, w przybizeniu do catosci, jest réwne:

sin42° | 06691
cosd2° | 0,7431
tg42® | 09004

. 12 cm2
. 6cm2
. 16 cm2
13 cm2

Zadanie 7
Jezeli @ jest katem ostrym i sinn:%, to:

] cosa =0
| cosa=
] cosa =242

 tga=%

2 ol

5 <5

3

Zadanie 8
Pole trapezu przedstawionego na ponizszym rysunku wynosi:

45"

10349
C 12/3418
 16V3412
16346

Zadanie 9

Przekatne réwnolegtoboku przecinajg sie pod katem 60°, a ich dtugosci wynosza 4 i 6. Obwdd tego réwnolegtoboku jest réwny:
L AVI3BH13HE)

- V13438

LTS

LTI

Zadanie 10

Samolot startuje pod katem 30° do poziomu. Po jakim czasie wzniesie sie na wysokos¢ 500 m, jesli jego $rednia predko$¢ wynosi 300 "T"‘ ?
| po 6 sekundach

| po 6 minutach

| po 12 sekundach
|| po 12 minutach
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SCHODY

MADRE PROJEKTY
Praca badawcza Schody

Przepisy budowlane do$¢ $ciSle okreSlaja, jak powinny by¢ budowane schody.

Najistotniejszy jest przepis, ktory opi-
suje zwigzek miedzy wysokoS$cig stop-
nia schodéw a jego szerokos$cia. Regu-
fa dobrych schodéw (taka nazwe nosi
ten zwiazek) méwi, ze wymiary stopni
schodéw powinny spetnia¢ warunek:

60 <2w +5<65

gdzie w to wysoko$¢ stopnia (w cm),
s — szeroko$¢ stopnia (w cm).

W tabeli podano maksymalne, zgodne z przepisami budowlanymi wysokos$ci stopni,
w zaleznoSci od przeznaczenia budynku, w ktérym sie znajduja.

Maksymalna
Przeznaczenie budynkow wysokos$¢
stopni (cm)
Budynki jednorodzinne oraz mieszkania dwupoziomowe 19cm
Budynki mieszkalne wielorodzinne, budynki zamieszkania
zbiorowego oraz uzytecznosci publicznej, a takze budynki 17,5cm
produkcyjne oraz magazynowo-sktadowe
Przedszkola i ztobki oraz budynki zaktadoéw opieki zdrowotnej 15cm
Budynki inwentarskie oraz schody do piwnic i poddaszy nieuzytko-
wych we wszelkich budynkach 20cm
Gdy znamy wysokos¢ i szeroko$¢ stop-
nia schodéw, mozemy fatwo obliczy¢
kat nachylenia tych schodéw (zob. ry- o(

sunek). Wystarczy zauwazy¢, ze:

_ W
tgoe=2

SCHODY — TRYGONOMETRIA

(84

« - kat nachylenia schodéw
s - szeroko$¢ stopnia
w - wysokos$¢ stopnia
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1. Podaj przyklady wymiaréw stopni schodéw (wysoko$¢ i szerokoscé), ktére sa
zgodne z reguta dobrych schodéw.

2. Zmierz dlugo$¢ i szeroko$¢ stopni réznych schodéw (w twoim domu, w szkole
lub w innych budynkach, ktére znajduja sie w okolicy twojego miejsca zamiesz-
kania). Sprawdz, czy spelniona jest dla nich reguta dobrych schodéw. Oblicz, pod
jakimi katami nachylone sg te schody.

3. Pewne schody maja 7 stopni, z kté-
rych kazdy ma wysoko$¢ 16cm i sze-
roko$¢ 28 cm. Jaka diugo$¢ ma porecz
tych schodoéw (zob. rysunek)?

Wskazoéwka. Oblicz sume szerokos$ci wszyst-
kich stopni i skorzystaj z tego, ze porecz
nachylona jest do poziomu pod takim sa-
mym katem jak schody.

4. jaki moze by¢ najwiekszy kat nachylenia prawidtowo zbudowanych schodéw,
znajdujacych sie w budynkach uzytecznosci publicznej?

5. Kat nachylenia pewnych schodéw prowadzacych do piwnicy ma miare 43°. Sze-
rokos$¢ stopni wynosi 21 cm. Czy te schody sa zbudowane zgodnie z przepisami
budowlanymi?

Co dalej?

Zaprojektuj schody, ktore siegaé
beda do wysokosci 2m. W swo-
im projekcie podaj przede wszyst-
kim, jakie maja by¢ wymiary stop-
ni oraz ile ma by¢ stopni. Oblicz
takze, pod jakim katem nachylo-
ne beda twoje schody i jaka bedzie
dtugos¢ poreczy.

2 SCHODY — TRYGONOMETRIA




Multipodreczniki dla klas 11 2
— zakresy podstawowy i rozszerzony

Dopasowane do umiejetnosci uczniow
po 8-klasowej szkole podstawowe]?
Ksztatcg umiejetnos¢ budowania
modeli? Dawkuja wiadomosci

w fatwo przyswajalnych

porcjach?

Sprawdz.

Twoj kod dostepu:
MASZ-NOWY-PODR

1. Wejdz na www.wpiszkod.gwo.pl.

2. Zalogu;j sie lub najpierw zarejestruj, jesli nigdy
wczesniej nie rejestrowatas/es sie na www.gwo.pl.

3. Wpisz kod. Wpisujesz go tylko raz, potem przegla-
dasz podreczniki, logujac sie na www.gwo.pl
(panel ,Moje GWO, zakfadka ,Multipodreczniki”).

Ksigzki mozesz przegladac przez 30 dni od pierwszego uruchomienia.
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@ MatNau!

Interaktywne zadania
z matematyki dla liceum i technikum

Poznaj program online,
ktéry utatwi Twoim uczniom:

* samodzielne opanowanie podstawowych umiejetnosci matematycznych,
* przygotowanie sie do klasowek,

* poprawienie ocen.

® o 2 i

ponad 640 filmy i komentarze na komputer idealna pomoc
interaktywnych zadan z rozwigzaniami i tablice interaktywna podczas zajec w klasie,
ze zmiennymi danymi krok po kroku a takze lekcji zdalnych

Chcesz bezptatnie wyprébowaé MatNau!
ze swoimi uczniami?

Napisz do nas na kontakt@gwo.pl.

Wiecej informacji o programie na matnau.gwo.pl.



Dobry wynik na maturze?
Z nimi to pewne.

Arkusze maturalne

Ksigzka pomaga skutecznie powtdrzy¢ materiat
z matematyki i dobrze przygotowac sie do matury.
Dzieki publikacji uczniowie zapoznajg sie z for-
mutg arkusza egzaminacyjnego oraz sprawdzg
stopien opanowania wszystkich wymaga-

nych wiadomosci i umiejetnosci.

Repetytorium

Powtorka prowadzona wedtug dziatdw matema-
tyki. Ksigzka zawiera niezbedng teorie oraz zada-
nia typu egzaminacyjnego, a przy kazdym z nich
odnosnik do wymagania szczegdtowego, ktérego
znajomosc sprawdza zadanie. Dzieki temu mozna
na biezgco kontrolowac opanowanie zagadnien.

Znajdziesz je na ksiegarnia.gwo.pl.



ZAPROS NAS DO SWOJEJ SZKOLY

Skontaktuj sie z najblizszym koordynatorem, ktory w szczegdtach przedstawi naszg oferte.

woj. dolnoslaskie

Ewa Chmielowska

tel. 693 090 039, e-mail: echmielowska@gwo.pl
Grzegorz Kalferszt

tel. 607 524 800, e-mail: gkalferszt@gwo.pl
Justyna Rejter

tel. 601 330 630, e-mail: jrejter@gwo.pl

Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. kujawsko-pomorskie

Lena Czygier

tel. 601 690 901, e-mail: Iczygier@gwo.pl
Izabela Wisetka

tel. 601 691 868, e-mail: iwiselka@gwo.pl

woj. lubelskie

Marta Jonasz

tel. 601 990 618, e-mail: mjonasz@gwo.pl
Aleksandra Szymaniak

tel. 601 990 328, e-mail: aszymaniak@gwo.pl

woj. lubuskie

Magdalena Wojcik

tel. 601 578 129, e-mail: mwojcik@gwo.pl
Natalia Zwolinska

tel. 605 350 010, e-mail: nzwolinska@gwo.pl

woj. tédzkie

Piotr Chlebosz

tel. 601 990 774, e-mail: pchlebosz@gwo.pl
Maciej Ignaczak

tel. 605 135 957, e-mail: mignaczak@gwo.pl
Michat Kodtubanski

tel. 601 556 053, e-mail: mkodlubanski@gwo.pl
Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. mafopolskie

Magdalena Brzazgacz-Wichrowska

tel. 601 250 058, e-mail: mbrzazgacz@gwo.pl
Stawomir Buczynski

tel. 601 577 752, e-mail: sbuczynski@gwo.pl
Joanna Chronowska-Nycek

tel. 601 990 204, e-mail: jnycek@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. mazowieckie

Jolanta Klawe-Guzek

tel. 601 990 280, e-mail: jguzek@gwo.pl
Agnieszka Majewska

tel. 601 575 459, e-mail: amajewska@gwo.pl
Joanna Markowska

tel. 605 056 011, e-mail: jmarkowska@gwo.pl
Michat Moskal

tel. 601 574 758, e-mail: mmoskal@gwo.pl
Stawomir Sakowski

tel. 601 630 078, e-mail: ssakowski@gwo.pl

woj. opolskie

Dorota Henel-Kociotek

tel. 695 750 153, e-mail: dkociolek@gwo.pl
Justyna Rejter

tel. 601 330 630, e-mail: jrejter@gwo.pl
Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. podkarpackie

Stawomir Buczynski

tel. 601 577 752, e-mail: sbuczynski@gwo.pl
Jaromir Pajda

tel. 607 774 405, e-mail: jpajda@gwo.pl

woj. podlaskie

Beata Krajewska

tel. 695 730 007, e-mail: bkrajewska@gwo.pl
Joanna Markowska

tel. 605 056 011, e-mail: jmarkowska@gwo.pl

woj. pomorskie

Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Magdalena Oleszczuk

tel. 601 450 200, e-mail: moleszczuk@gwo.pl
Michat Patczynski

tel. 601 576 552, e-mail: mpalczynski@gwo.pl

woj. $laskie

Magdalena Brzazgacz-Wichrowska

tel. 601 250 058, e-mail: mbrzazgacz@gwo.pl
Piotr Chlebosz

tel. 601 990 774, e-mail: pchlebosz@gwo.pl
Dorota Henel-Kociotek

tel. 695 750 153, e-mail: dkociolek@gwo.pl
Jolanta Miziewicz-Dusko

tel. 601 754 070, e-mail: jmiziewicz@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. Swietokrzyskie

Michat Moskal

tel. 601 574 758, e-mail: mmoskal@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. warminsko-mazurskie

Beata Krajewska

tel. 695 730 007, e-mail: bkrajewska@gwo.pl
Andrzej Kwiatkowski

tel. 607 077 747, e-mail: akwiatkowski@gwo.pl
Michat Patczynski

tel. 601 576 552, e-mail: mpalczynski@gwo.pl

woj. wielkopolskie

Grzegorz Kalferszt

tel. 607 524 800, e-mail: gkalferszt@gwo.pl
Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Marta Wilczyniska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl
Magdalena Woéjcik

tel. 601 578 129, e-mail: mwojcik@gwo.pl

woj. zachodniopomorskie

Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Natalia Zwolinska

tel. 605 350 010, e-mail: nzwolinska@gwo.pl

Doktadny obszar dziatania koordynatorow
mozna sprawdzi¢ na koordynatorzy.gwo.pl.





