JAK SIE UCZY Z M+?
SPRAWDZ NAS!

Broszura zawiera gotowe materiaty
do przeprowadzenia lekc;ji
w 1 klasie liceum lub technikum:

Funkcja kwadratowa. Podsumowanie
Nierownosci kwadratowe

gdanskie
wydawnictwo
o$wiatowe



Wstep

Oddajemy w Panstwa rece zestaw materiatéw, ktory umozliwia przeprowadzenie wraz z uczniami z 1 klasy
liccum lub technikum (ksztatcgcych sie wg podstawy dla zakresu rozszerzonego) zaje¢ z dwdéch tematéw dziatu
Funkcja kwadratowa:

Funkcja kwadratowa. Podsumowanie,

Nieréwnosci kwadratowe.

Do realizacji wskazanych zagadnien przygotowalismy odpowiednie fragmenty podrecznika oraz zbioru zadan.
Ow zestaw poszerzylismy o dodatkowe pomoce — materiaty dydaktyczne z bogatych zasobdw udostepnianych
bezpfatnie cztonkom klubu M+.

M+ odgruzowuje — sprytne zestawy zadan, ktore pomagajq uczniom szybko od$wiezy¢ wiedze ze szkoty podstawo-
wej przed realizacjg nowych zagadnien dydaktycznych w 1 klasie liceum lub technikum.

Lekcje z wykopem — scenariusze niebanalnych zajec¢ lekcyjnych, ktére na dtugo zostang w gtowach ucznidw.
Punktem wyjscia jest ciekawy, niebanalny problem lub historia, ktéra wydarzyta sie naprawde. Autorzy wyjasniaja
zagadnienia matematyczne, wykorzystujac dostepne przecietnemu uczniowi narzedzia. Podazanie za proponowanym
tokiem wyktadu, odkrywanie tajemnicy sprawia, ze lekcja zostaje na bardzo, bardzo dtugo w gtowach uczniéw.

Znajdz bigd — psychologia poznawcza podpowiada, ze nauka na btedach (swoich badz cudzych) to metoda
z olbrzymim potencjatem do wykorzystania w edukacji dzieci i mtodziezy. Przygotowane przez nas zestawy zadan
ow fakt wykorzystuja. Zadaniem uczniow jest wskazanie btedu w prezentowanych rozwigzaniach i skorygowanie go.
Oczywiscie bfedy nie sq zwyktymi pomytkami rachunkowymi — weryfikujemy nimi zrozumienie zagadniei matema-
tycznych przez Panstwa podopiecznych.

Eksperymentarium z plusem — zbidr interaktywnych animacji. Umozliwiajg uczniom samodzielne modelowanie wy-
branych zagadnief matematycznych i wycigganie wnioskdw na bazie wprowadzanych zmian. To wifasnie interak-
tywnos¢ naszego eksperymentarium wyzwala zaangazowanie u uczniow. Dzieki temu szybciej potrafig opanowac,
zrozumiec i ugruntowac wiedze — no i robig to z nieukrywang przyjemnoscia.

Test do samodzielnej weryfikacji — wszyscy uczniowie majg dostep do interaktywnych testow w Strefie ucznia
www.gwo.pl/strefa-ucznia. To materiaf, ktory wielu wykorzystuje do ostatnich przygotowan przed zblizajgcymi
sie klasowkami. Chcemy pokazac go, gdyz w szybki, prosty i rzetelny sposéb pozwala zweryfikowac swojg wiedze
i umiejetnosci.

Madre projekty — kazdemu nauczycielowi zdarza sie spotka¢ uczniéw bardziej dociekliwych. Przygotowany materiat

pozwala rozwijac potencjat takich wtasnie 0s6b — samodzielnie mogg zastosowac zdobytq juz wiedze i umiejetnosci
do bardziej ztozonych zagadnien.

Wsrdd propozycji materiafow znajdujg sie takze karty pracy stworzone przy wykorzystaniu Kompozytora klasowek
i kart pracy — programu komputerowego stuzacego do szybkiego ukfadania, zapisywania i drukowania réznych zesta-
wow zadan z matematyki (w kilku wariantach). Zadania mozna dobiera¢ m.in. wedtug stopnia trudnosci oraz czasu
potrzebnego na ich rozwigzanie. Do kazdego zestawu zadan dotaczony jest klucz odpowiedzi. Zachecamy, aby wypré-
bowac wersje demonstracyjng programu, odwiedzajgc strone www.matematyka.kompozytorklasowek.gwo.pl.

Zdecydowalismy sie takze na zwrdcenie Panstwa uwagi na program MatNau! — interaktywny zbiér zadan z rozwig-
zaniami. Wchodzac na wskazang strone, otrzymajg Panstwo dostep do wersji demonstracyjnej programu, ktéry ma
dwa oblicza. Dla nauczycieli to interaktywny zbidr zadan (do zakresu podstawowego). Szczegélnie przydatny dla tych
z Panstwa, ktdrzy lubig (i maja mozliwos¢) wykorzystywac na lekcjach nowoczesne technologie. Dla ucznia to aplika-
Cja, ktéra motywuje do powtorek przed sprawdzianami i pomaga poprawi¢ oceny z matematyki. Za pomocg krétkich
filmoéw i komentarzy wyjasnia krok po kroku, jak rozwigzywac rézne typy zadan. Dodatkowo uczniowie mogq spraw-
dzi¢ swoje umiejetnosci, wykonujac interaktywne ¢wiczenia.

Zapraszamy do wyprobowania Matematyki z plusem w czasie zajec z uczniami. Wszystkich zainteresowanych naszymi
propozycjami dydaktycznymi zachecamy do odwiedzenia strony www.matematyka.gwo.pl.
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M+ ODGRUZOWUJE ‘™M

FUNKCJA KWADRATOWA Diyse

Zadanie 1. Przedstaw sume algebraiczna w postaci iloczynu.

a) 16x2-9 b) 25x2-4 ) 8—11x2—3

Zadanie 2. Zapisz w jak najprostszej postaci.

a) 2(x-1)(x+3) b) -3(x+2)*-4

Zadanie 3. Znajdz liczby oznaczone literami a i b i podaj wspoirzedne punktu lezacego
na osi liczbowej, ktory jest rownoodlegly od liczb a i b.

a) Ja=9,Vb=8 b) va=1,vb=1
Zadanie 4. Ktore z podanych réwnan nie ma rozwiazania?
A -x2+2x-1=0 B.x2-12x+36=0 C.2x2-5x+6=0 D.3x%2-4x+1=0

Zadanie 5. Liczby x; 1 x» (X; < X») s3 rozwigzaniami réwnania x2 — x — 6 = 2(x — 3)2. Oblicz
warto$¢ wyrazenia x; — Xz.




Zadanie 6. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb parzystych jest réwna 3896. Co to za
liczby?

Zadanie 7. Przedstaw funkcje f w postaci tabelki i narysuj jej wykres.

a) f(x)=x2, dziedzina: {-3,-2,-1,0,1} b) f(x)=2x2-1, dziedzina: {-2,-1,0,1,2}
Zadanie 8. Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji f i g. y

a) Dla ktorej z tych funkcji dziedzina jest przedzial (—4;5)? / 1

b) Podaj zbiory wartos$ci funkcji f i g. “A lﬂ

¢) Ktora z tych funkcji przyjmuje wieksza wartos¢ dla x = 2? N/ T
Ile jest rOwna ta wartos$c? Nl

d) Podaj przedzialy, w ktorych obie funkcje przyjmuja war- | °/go

tosci dodatnie.
e) Dla jakich argumentéw wartos$ci funkcji f sa mniejsze od wartosci funkcji g?

f) Ile miejsc zerowych ma funkcja f, a ile — funkcja g? Podaj te miejsca zerowe.




Zadanie 9. Dane sa funkcje f(x) = -4x + 3 i g(x) = 3x — 8. Wyznacz zbiér wszystkich
argumentow, dla ktérych warto$ci funkcji f sa wieksze od wartosci funkcji g.

Zadanie 10. Podaj przedzialy monotonicznos$ci funkcji, ktoérej wykres przedstawiono na
rysunku.
a) b) )

N

Zadanie 11. Wykres pewnej funkcji liniowej przechodzi przez punkty A =(1,3) i B = (4,-2).
Wyznacz wzor tej funkcji.

Zadanie 12. Wykres funkcji f(x) = 3x — 6 przecina o§ x w punkcie A, a wykres funkcji
g(x) = —=x + 7 przecina o$ x w punkcie B. Wyznacz wspoirzedne punktu C przeciecia sie
wykresow tych funkcji oraz oblicz pole tréjkata ABC.




MATERIALY DO LEKCJI POSWIECONYCH
POJECIU FUNKCJI KWADRATOWEJ

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigza¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
® — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujace oznaczenia:

2. — zadanie fatwe
12. — zadanieo $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego



FUNKCJA KWADRATOWA - PODSUMOWANIE

| Ponizej zebraliSmy informacje, jak mozna wykorzysta¢ rézne postaci wzo-
row funkcji kwadratowej do ustalenia jej miejsc zerowych i wierzchotka

paraboli bedacej jej wykresem.

wzOr Posta¢ kanoniczna Posta¢ ogdlna Postac iloczynowa
bwykres | f(y =ax-p?+q | fX)=ax+bx+c | f(X)=alx—x)(x-x2)
Y Y Y
C \ /
X1 X2 X
4q "
i) X X
wierzchotek Xy =P Xy = % Xy = XLtX2
paraboli Vw = q
W Vw = ﬁ Yw = f(xw)
lub
Yw = f(xXw)
miejsca Rozwiazanie Rozwiazanie Rozwiazanie
zerowe rownania réwnania réwnania

FUNKCJA KWADRATOWA — PODSUMOWANIE

ax-pP+q=0

Miejsca zerowe
spelniajg wiec
réwnanie

_pR =4
(x-p) 4

Liczba miejsc
zerowych zalezy
od tego, czy
=1 jest liczba
dodatnia, ujemnag
czy réowng 0.

ax?+bx+c=0

Jesli A > 0, to
funkcja ma dwa
miejsca zerowe:

- -b-VA
X1 2a

_ -b+J/A
X2 2a

Jesli A =0, to
funkcja ma

jedno miejsce

-=b

zZerowe Xo = 5 .
Jesli A <0, to
funkcja nie ma

miejsc zerowych.

alx-x1)x-x2)=0

Miejscami
zerowymi sa
liczby x; i x».




a) Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktérej wykres przecina osie
uktadu wspoétrzednych w punktach (1,0), (-5, 0), (0, 15).

x1=1, x=-5 Miejscami zerowymi sg liczby 1 i 5.
y=ax-1)(x+5) Korzystamy z postaci iloczynowej y = a(x — x1)(x — x2).
15=a(0-1)(0+5) Punkt (0, 15) nalezy do wykresu szukanej funkcji.
15=-5a

a=-3

y==-3(x-1)(x+5) Zapisujemy wzér funkgji.

b) Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktorej wykresem jest parabola o wierzchot-
ku w punkcie (5,-7) przechodzaca przez punkt (3,-8).

p=5 g=-7 (p, 9) to wierzchotek paraboli.
y =a(x - 5)2 -7 Korzystamy z postaci kanonicznej y = a(x — p)? + q.
-8=a(3-5)?%-7 Punkt (3,-8) nalezy do wykresu szukanej funkcji.
-1=a-4

= _%(X —-5)2_-7 Zapisujemy wzor funkgji.

c) Wykres funkcji y = 5x% przesunieto — otrzymana krzywa przecina o y
w punkcie (0,-4) i przechodzi przez punkt (-2, 6). Znajdz wzér otrzymanej funkgji.

fX)=ax?+bx+c Korzystamy z postaci ogélnej wzoru.
a=>5 Wzér funkcji f ma taki sam wspoétczynnik a
. jak wzér funkcji y = 5x2.
c=-4 :
. Wykres funkgji f przecina o$ y w punkcie (0, —4).
f(xX)=5x2+bx-4 :
6=5-(-2)2+b-(-2)-4 Punkt (-2, 6) nalezy do wykresu funkgji f.
6=20-2b-4
b=5
f(x)=5x2+5x-4 Zapisujemy wzor funkcji.

ZADANIE a) Znajdz wzor funkcji kwadratowej, ktérej miejscami zerowymi sa licz-
by 41 6 i ktorej wykres przechodzi przez punkt (0, 5).

b) ZnajdZz wzo6r funkcji kwadratowej, ktérej wykresem jest parabola o wierzchotku
w punkcie (-2, 5) przechodzaca przez punkt (-3, 2).

¢) Po przesunieciu wykresu funkcji f(x) = —%xz + 7x otrzymano wykres funkcji g, ktéry
przecina o$ y w punkcie (0, 6) i przechodzi przez punkt (2,10). Znajdz wzor funkcji g.
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"I Gdy znamy wzor funkcji kwadratowej, to wiemy, jak sa skierowane ramio-
na paraboli, ktéra jest jej wykresem, i mozemy stwierdzi¢, czy y,, (druga
wspolrzedna wierzchotka paraboli) jest najmniejsza czy najwieksza war-
toscig funkcji. Mozna réwniez ustali¢, jaka najmniejsza i jaka najwieksza
warto$¢ przyjmuje funkcja w danym przedziale.

w przedziale <1 ; 5>?

y

a) Jaka najmniejsza i jaka najwiek-
sza warto$¢ przyjmuje ta funkcja

/N

—
—
—

CWICZENIE Ustal odpowiedZ na pytanie, korzystajac z wykresu lub wzoru.

b) Jaka najmniejsza i jaka najwiek-
sza warto$¢ przyjmuje ta funkcja
w przedziale <1 ; 3)?

y

-
‘,\—Al\
P

[

_—
v 1

a) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza warto$¢ przyjmuje funkcja

__b _
XW__Za_z.

xw e (-10;5)

/

1-3,5

f(5)=73-52+3-5+1=285

wiekszg jest 28,5.

FUNKCA KWADRATOWA — PODSUMOWANIE

yW=f(—3)=]§-(—3)2+3.(_3)_,_] -_35

f-10)= 2 - (=102 +3 - (=10)+1 =21

f(x) = %xz +3x+ 1 dla argumentoéw z przedziatu <—1 0; 5)?

Obliczamy pierwsza wspofrzedng wierz-
chotka paraboli, ktéra jest wykresem

funkcji f.

Poniewaz x,, nalezy do rozpatrywanego
przedziatu i ramiona paraboli skierowa-
ne sa w gore, wiec najmniejsza warto-
Scig jest yy .

Szkicujemy wykres funkcji f, czyli pa-
rabole o wierzchotku (-3,-3,5) i ramio-
nach skierowanych do gory.

Obliczamy wartosci funkcji f na kon-
cach rozwazanego przedziatu i sposrod
liczb f(=10) i f(5) wybieramy wieksza.

Odp. W przedziale <—10;5> najmniejszg wartosciag funkcji f jest —-3,5, a naj-
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b) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza wartos$é przyjmuje funkcja y = —=3(x+2)2+5
w przedziale <—1 2;—8>.

. Pierwsza wspofrzedna wierzchotka paraboli

. nie nalezy do rozwazanego przedziatu, wiec

X, & <_] 2- —8> ¢ funkcja osiaga najmniejsza i najwigksza war-
w ’ . tosS¢ na koncach przedziatu.

Xw =—2

f(=12)=-3(-12+2)? +5=-295
f(-8)=-3(-8+2)?+5=-103
y

5+

/ > \ ~ Odp. W przedziale <—12 ;—8> najmniejsza wartoscia
funkcji f jest =295, a najwiekszg jest —103.

ZADANIE a) Znajdz najmniejsza i najwieksza wartos$¢ funkcji f(x) = —4lx2 —-2X+5
w przedziale <—9;0>.

b) Znajdz najmniejsza oraz najwieksza warto$¢ funkcji f(x) = 2x> + %x — 1 w przedziale

(-+:2).

— zadania 10-13 }

ZESTAW ZADAN

4| 1. 7Znajdz wspolrzedne wierzchotka oraz punktéw przeciecia z osiami ukladu

wspolirzednych paraboli o podanym réwnaniu. Naszkicuj te parabole.

a) y=1ix2-x-8 d) y=x(x+6) 9) y=-5(x+1)3-x)
b) y=3(x+2)?2-75 e) y=1x2-3 h) y=—3(5-x)?%+2
© ¥ =-5x%+30x-40 f) y=—4x%+2x ) y=3(x-107

2. Wykresem podanej funkcji jest parabola. Czy jej ramiona sg skierowane w gére
czy w doét? W ktérym punkcie ta parabola przecina o$ y?

a) y=-3-2x+4x? b) y=G5+x)(3-x) ¢ y=-2(1-x)?2+2

3. Ustal zbiér wartoéci podanej funkcji.

a)y=%x2_lx+% C) y=_%(x+5)2_10 e)y=_(5—X)(X+2)—]_OX
b) ¥ = {(x=2)(x~6) d) y=5x% +4x -~ 7x f) y=-32+x)+4x2
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 255

4. Podaj wzor funkcji, ktérej wykres przedstawiono na rysunkach.

a) ) y e) y
1 1.
! X
. N&
1
b) f) Y
1 A4

5. Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktéra spelnia podany warunek.
a) Wykres funkcji przechodzi przez punkty (0, 3), (1,2) i (-1, 8).

b) Wykres funkcji jest parabola o wierzchotku w punkcie (-3, 2), ktéra przechodzi
przez punkt (0, 5).

¢) Miejscami zerowymi funkcji sq liczby 2 i 6, a punkt (4,-1) nalezy do jej wykresu.

d) Funkcja ma najwieksza warto$¢ rowna 2, a jej wykres jest symetryczny wzgle-
dem osi y i przechodzi przez punkt (100, 1).

6. Znajdz wzor funkcji kwadratowej, ktérej wykres ma z prosta y = —1 jeden punkt
wspolny, a prosta y = -2 przecina ten wykres w punktach (-5,-2) i (1,-2).

7. Podaj przyktad wzoru funkcji kwadratowej, ktéra spelnia podany warunek.

a) Funkcja jest malejaca w przedziale <—oo ;—2> i rosnaca w przedziale <—2 ;+oo).

b) Punkt (0, 6) nalezy do wykresu funkcji i funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza.
¢) Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla argumentéw z przedzialu (— 3; 7).
d) Dla argumentu x = 3 funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna —3.

e) Funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza réowna 2 i jej wykres przecina o$§ y
w punkcie (0,-3).

8. Naszkicuj wykresy odpowiednich funkcji i korzystajac z tych wykreséw, okresl,
ile punktéw wspodlnych majq podana parabola i prosta.

a) y=-5x2+71i y=3 ¢ y=5x-3)x-7) 1 y=-20

b) y=2x>-3x-11 y=-2 d y=-3x-72+111i y=12

FUNKCJIA KWADRATOWA — PODSUMOWANIE 255



9. Na ponizszych rysunkach zacieniowano tréjkat réwnoramienny, romb i trapez
rownoramienny. Oblicz ich pola.

y

Y=y 4

4 I 10. Znajdz najwieksza oraz najmniejsza warto$¢ funkcji f(x) = -1 (x—4)2+7 w prze-
2

dziale:
a) (-1;3) b) (2:5) 9 (6;7)
11. Znajdz najmniejsza oraz najwieksza wartos$¢ funkcji y = x2-4x+3 w przedziale:

a) <0;3> b) <0;5> ) <—1;0>

12. Znajdz najwieksza oraz najmniejsza warto$¢ funkcji f(x) = 10(x + 6)(x + 4)
w przedziale:

a) (-10;-8) b) (-6;4) 9 (-1;2)

13. Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ podanej funkcji w przedziale <—1; 3>.
a) y=3x-12%-7 b) y=-2(x-2)(x-06) ) y=-4x2-4x+8
MINISPRAWDZIAN

S1. Ustal, jaka jest r6znica miedzy najwieksza a najmniejszg wartoscig funkcji
f(x)= —%(x + 1)(x + 5) w przedziale <—4; 5>.

A 2% B. 19 C.21 D. 21%
S2. Wykres jednej z podanych funkcji kwadratowych ma wierzchotek lezacy w tym
samym punkcie co wierzchotek wykresu funkcji y = -7(x + 1) - 6.

A y=-2x>+3x+8 C.y=x?+2x-5
B.y=-7(x-2)(x+4) D. y=—%(x—l)(x+3)

S$3. O pewnej funkcji kwadratowej f wiadomo, ze dla x = 0 przyjmuje najwieksza
warto$¢. Ktéra z podanych wartosci funkcji f jest najmniejsza?

A. f(=3) B. £(0) C. f(D) D. f(5)
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7. Okresl liczbe miejsc zerowych podanej funkcji.

a) f(x)=—15(x +4)% — 124 d) f(x)=—;(x+%)2
b) f(x) = 1,3(x - 2,6)> - 5,8 e) f(x) =-0,01x +2x — 100
c) f(x)=0,1(x-1,34)(x-0,87) f) f(x)=2x2+3x+449

62. w jakim przedziale podana funkcja jest rosnaca?

a) f(x)=98(x+19)? - 73 d) £(x) = x2 - 20x - 509
b) f(x)=-3 (x- %)2 +# ©) f(x)=-7,3x - 8,4)(x + 1,4)
0) f(x)=-2,5x2+55x - 23,9 f) f(x)= %(x—%)(x+%)

63. Znajdz wspoélrzedne wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem funkcji.

a) f(x)=-4,7(x-9,3)2 + 1,4 d) f(x)=-x2-10x-1

b) f(x)=§(x+i)2—2 e) f(x)=10(x +4)(x + 6)
7 11 9

0 f(x)=2x2-8x+11 f) fx)=-1,1(x-8)(x—2)

2L Okregl zbiér wartosci podanej funkcji.

a) f(x)=0,12(x-7)2-13,2 d) f(x)=2-9x—-10x2

b) F) =L (x+ 1)+ 3 ¢) F(X) = ~(x— Dix+11)

0 f(x)= %XZ -3x-5 £) f(x)=10(x — 6)(x — 4)

170 FUNKCJA KWADRATOWA

FUNKCJA KWADRATOWA - PODSUMOWANIE




65. Znajdz miejsca zerowe podanej funkcji (jesli istniejq).

a) y=x(x+1) ) y=x2+5 e) y=(x-2)(x+3)
b) y=x*-4 d) y=(x-2)> f) y=(x+3)>

66. Znajdz miejsca zerowe podanej funkcji (jesli istnieja).

a) f0=-L(x+2)(x-3) o) f(x)=9(x~4)2+25 o) ) =-1x4x-1

b) f(x)=7,3(x+6,2)(x - 6,2) d) f(x)=-3(x+1)2+12 f) fx)=6x2-x-1

67. Wykresy podanych funkcji przecinaja sie tylko w jednym punkcie. Znajdz
wspolrzedne tego punktu.

a) f(x)=-5(x-7)x~-3), g(x) =-5(x = 3)(x +7)
b) f(x) = 4x2 -24x+6, g(x) =4x2 +12x +6
o) f(x)=-7(x-6)* -8, gx) = L(x-6)* -8

68. Znajdz wzor funkcji kwadratowej (w dowolnej postaci), ktéra spetnia podane
warunki.

a) Miejscami zerowymi funkcji sg liczby 6 i 7, a punkt (5,-2) lezy na jej wykresie.

b) Parabola, ktéra jest wykresem funkcji, przechodzi przez punkt (-9,3), a jej
wierzcholek ma wspélrzedne (-10,-2).

¢) Punkty (0,-6), (-1,-20) i (1,-18) leza na wykresie funkcji.

69. Zapisz w postaci iloczynowej i ogélnej wzér dowolnej funkcji kwadratowej,
ktérej miejscami zerowymi sg podane liczby.

a)s5i7 b)-21i4 ¢ -51-3

70. Najwieksza warto$¢ funkcji f jest taka sama jak najwieksza warto$¢ funkcji
g(x) = -81(x + 72)% + 9, a miejsca zerowe funkcji f sa takie same jak miejsca zerowe
funkcji h(x) = 29(x — 1)(x + 3). Znajdz wzoér funkcji f w postaci ogdlne;j.

71. Zapisz wzor podanej funkcji w postaci iloczynowej i kanonicznej.

a) y=-3x2+2x+1 Q) y=-sx+x+3

b) y=x2+x/2-4 d) y=/3x2+6x-9/3

72. Zapisz w postaci ogélnej wzoér funkcji kwadratowej o miejscach zerowych 4
oraz 6:

a) ktérej najwieksza warto$cia jest 3,
b) ktérej najmniejsza wartoSciq jest —1.

FUNKCJA KWADRATOWA — PODSUMOWANIE
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)

Strona 172
Znajdz posta¢ ogélnag wzoru funkcji kwadra- y
towej, ktorej wykres przechodzi przez wszystkie B
wierzchotki danego trdjkata.
1A C

a) trojkat ABC ;
b) tréjkat CDE 1D E X
c) trojkat ADE

Czy wykresy podanych funkcji sie przecinaja? Jesli tak, to w jakich punktach?

a) y=x21i y=4x e)y=—%x2+2x1y=}—lx2—x
b)y=—%x2+2 i y=-3x+6 f) y=-2x2+8x—-4 i y=2x2

) y=—x2+4x-3 1 y=x-3 g)y=—%x2+2x1y=%x2—18x+48
d y=x2-4x+51i y=x+1 h) y:%xz—x+2 i y=-x2-2x

a) Ustal, w ilu punktach przecinaja sie wykresy funkcji f(x) = %x2 +x—3 oraz
g(x) = m w zalezno$ci od wartosci m.
b) Ustal, dla ilu argumentéw funkcja h(x) = —%(x +5)2 — 7 przyjmuje warto$¢ t
w zalezno$ci od wartoSci .

¢) Ustal, ile rozwigzan ma réwnanie —4(x — 1)(x + 9) = p w zalezno$ci od wartosci p.

Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji f w podanym przedziale.

a) f(x)=3(x+5?-10, (-6;5) d) f(x)=5(x-1)(x-5), (-1;6)
b) f(x)=-2(x -9} +3, (-1;8) &) f(x)=-x*+2x-10, (3;10)
0 0 =—-(x+6)x-2), (2:4) f) fo0=2x>+12x+5, (-50)

Wyznacz najwieksza i najmniejszg warto$¢ funkcji f w przedziale <—2 ; 3>.
a) fx)=x2-6 0 f(x)=2x2—4x e) fx)=x2-8x+1
b) f(x)=-5x*>+4 d) f(x)=—-4x>-12x f) f(x)=-3x?>+6x-1

a) Znajdz wzory funkcji, ktorych wykresy otrzymano w wyniku odbicia syme-
trycznego wzgledem osi x wykreséw funkcji f(x) = —7x2-5x+4 oraz g(x) = 6(x+9)>-8.

b) Znajdz wzory funkcji, ktérych wykresy otrzymano w wyniku odbicia symetrycz-
nego wzgledem osi y wykresow funkcji f(x) = 6x°> -9x -5 oraz g(x) = —7(x +5)(x - 8).

¢) Znajdz wzor funkcji, ktérej wykres otrzymano w wyniku odbicia symetrycznego
wzgledem prostej y = 3 wykresu funkcji f(x) = —4(x + 5)% - 6.

d) Znajdz wzoér funkcji, ktorej wykres otrzymano w wyniku odbicia symetrycznego
wzgledem prostej x = 7 wykresu funkcji f(x) = 5(x — 2)(x — 8).
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a79. a) Uzasadnij, ze jesli funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe, to pierw-
sza wspoOlrzedna wierzchotka jest ich Srednig arytmetyczna.

b) Punkty (p,q) i (r,q) naleza do paraboli. Wykaz, ze pierwsza wspotrzedna wierz-

cholka tej paraboli jest réwna %.

Y%}

780. parabola y = ax? + bx + ¢ przechodzi przez

B x
wierzcholki tréjkata réwnoramiennego ABC (zob.
rysunek). WyprowadZ wzoér na pole tego trojkata
w zaleznos$ci od wspoiczynnikéw a, b, c. C

A81. Znajdz najwieksza warto$¢ funkcji y = |2x2 +4x — 2| w przedziale <—3 ; 3>.

82. Okre$l, ktora z ponizszych wartosci funkcji f(x) = —3x2-9x+12 jest dodatnia.

fooss () fe2em () VD

83. Punkty (=2, 0) i (5, 0) leza na wykresie funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bx + c.
Wykaz, ze wspoOlczynniki a i ¢ maja przeciwne znaki, za$ b i ¢ — takie same znaki.

84. Wykaz, ze jesli parabole y = x2+px+qiy=x%+gx+p (p # q) majag wspolne
miejsce zerowe, to jest nim liczba 1 oraz spetniony jest warunek p + g+ 1 = 0.

7185. Niech f(p) oznacza diugos¢ odcinka, ktérego koncami sa miejsca zerowe funk-
Cji y = (x - 5)2 + p. Znajdz wzor funkcji f oraz narysuj jej wykres.




MATERIALY DO LEKCJI POSWIECONYCH
POJECIU NIEROWNOSCI KWADRATOWYCH

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigza¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
® — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujace oznaczenia:

2. — zadanie fatwe
12. — zadanieo $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego



NIEROWNOSCI KWADRATOWE

NIEROWNOSCI KWADRATOWE

oy y

f2
f1

fix) = %xz +2x

3x2+2x<0

© Y ®

fr(x) =2x2+12x+19
2x2+12x+19>0

y ©
T
1 X

1+ 1+

fs

fa(x) = -x2-5x-4
—x?2-5x-4<0

Kazda z nieréwno$ci zapisanych
obok mozna przeksztatci¢ tak, aby
po jednej stronie znaku nieréwno-
$ci wystepowalta liczba 0. Wowczas
po drugiej stronie nieréwnosci be-
dzie wyrazenie opisujace pewna
funkcje kwadratowa. Rozwigzanie
nieréwnosci kwadratowej mozemy
odczyta¢ z wykresu takiej funkcji.

f5(x) = —2x2 +16x - 35
—2x2+16x-35>0

CWICZENIE Ponizej narysowano wykresy kilku funkcji kwadratowych. Korzysta-
jac z narysowanych wykreséw, okresl zbiory rozwigzan podanych nieréwnosci.

y

fs

f3(x) =x2 -10x+25

x2-10x+25>0

y
1,
———
01 x

fox)=-1x2 - 4x -8

—%x2—4x—8>0

Przyktady nieréwnosci
kwadratowych:

4x2

3x2 <5

X2
2

X2 +x<3x2-6

>3x-1

-2x<7

Uwaga. Wykres, z ktérego mamy odczyta¢ rozwigzanie nieréwnosci, nie musi by¢
zbyt dokladny — wystarczy zna¢ miejsca zerowe funkcji (jesli istnieja) i wiedzie¢,

jak skierowane sa ramiona paraboli.
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Rozwiaz nieréwnosé.
a) x2-18<0
x2-18=0
x2=18

x=32 lub x=-3,2

X e (—3\/7; 3ﬁ)

b) -3x2 +6x<0

-3x2+6x=0
-3x(x-2)=0
x=0 lub x-2=0

xX=2

A

X € (—oo;0>u <2;+oo)

Q) -(x-7)2%22x+1

—(x2=14x+49)-2x-1320

x> +14x-49-2x-120

-x>+12x-5030

-x>+12x-50=0
A=12%2-4-(-1)-(-50)<0

<

-14

Nieréwnos¢ nie ma rozwigzan.

258

Obliczamy miejsca zerowe
funkcji y = x2 - 18.

Zaznaczamy miejsca zerowe
i szkicujemy wykres.

a > 0, wiec ramiona sa skiero-
wane w gore.

Z wykresu odczytujemy zbior
rozwigzan nieréwnosci.

Obliczamy miejsca zerowe funk-
Gi y=-3x(x-2)=-3x% +6x.

Zaznaczamy miejsca zerowe
i szkicujemy wykres.

a < 0, wiec ramiona sa skiero-
wane w dot.

Z wykresu odczytujemy zbiér
rozwigzan nieréwnosci.

Przeksztatcamy nieréwnosc.

Funkcja y = —x%2 + 12x — 50
nie ma miejsc zerowych, a jej
wykres lezy ponizej osi x (ra-
miona paraboli sa skierowa-
ne w dof), zatem nierownos¢
-x2 +12x +50 > 0 nie ma
rozwigzan.

FUNKCJA KWADRATOWA
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d) X72+x\/7<—1

2
X7+x\/7+1<0

ZESTAW ZADAN

4 | 1. Rozwiaz nieréwnosc.
a) 2(x-1)(x+3)>0 0 2(x+13)x+17)>0
b) 2(x-5(x-7)>0 d x(x-3)<0

Obliczamy miejsca zerowe
. 2

© funkgji y =% +xv/2+1

¢ i szkicujemy jej wykres.

2
LaxyZ+1=0 |2
X2 +2/2-x+2=0
2
y A=(2v2) -8=8-8=
X = _Z_ba = _22\/7 = \/? R
Szkicujemy wykres funkgji.
-2 X
Nieréwnos¢ % +x/2+1<0
X=-/2 i spefnia tylko liczba —V/2.
ZADANIE RozwiaZ nier6wnos¢.
a) 2x2-5x>0 b) %x2+4x<—8 €) 3x-2<5x2
— zadania 1-15 }

e) (x-0,52<0
f) 2x(x+3)<0

2. Znajdz miejsca zerowe funkcji y = —-6x2—5x+4, naszkicuj jej wykres, a nastepnie

ustal rozwigzanie nieréwnosci:
a) 6x2-5x+4>0 ¢ 6x2+5x-4>0
b) —6x2 —5x <—4 d) 5x <4-6x2

3. Rozwiaz nieréwnosc.
a) 2x2+5x-320 0 4x2-4x+1<0

b) -3x2+x-4<0 d) x2-x-12<0
4. Rozwiaz nieréwnos¢.
a) x2-49<0 Q 7x2+2x>0

b) 3x2>120 d) 6x > 5x2

NIEROWNOSCI KWADRATOWE

e) -12x?-10x+8<0

f) xX2+2x-2<0

e) —Ix2+2x+5<0

f) —4x2+8x+43>=0

e) 2(x-7)?<0
f) 5(x+572<0
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5. Rozwiaz nieréwnos¢.
a) x2-5x>-6 ¢ 5(x+3)<2x(x+3) e) x(x—-4)>x-4)x+1)
b) 5x - 10 < 2x2 d) 10x<(Bx-1)(x+2) f) 3x(7-2X)<Gx+1)(4-x)

6. Rozwiaz nier6wnos¢.
a) Sx-2)(x+2)+x225(1-x) 0 2x-3)%-1>7(2-x)
b) 5x -1 <(2x—1)? d) x-2P°<(x+1)%+9

7. Zbiér rozwiazan nieréwnosci x2 — 4x — 21 < 0 to przedziat (—3 ; 7). Korzystajac
z tej informacji, zapisz zbior rozwigzan nieréwnosci:

a) x2-4x-2120 b) —-x2+4x <-21 0 4x+213>x?

8. Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktérych:
a) wartos$ci funkcji y = x2 + 3x — 20 sg mniejsze od 20,

b) wartosci funkcji y = x* + 2x — 33 sgq wieksze od 66.

9. Znajdz wszystkie argumenty, dla ktérych wartoéci funkcji f sa wieksze od war-
tosci funkcji g.

a) f(xX)=-7x2+14x+9 b) f(x)=x?-x+1 0 fx)=3x2-x-2
g(x) = -5 gx)=2x+1 gx)=-x2+2x+3
10. Znajdz wszystkie argumenty, dla ktérych war- y

tosci funkcji y = —x% + 8x — 22 sa wieksze od —15
i jednocze$nie mniejsze od —7.

A
“a

11. Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktérych war- / \
toSci funkcji kwadratowej (jej wykres przedstawio- %
no na rysunku obok) nalezg do przedzialu zazna- 1T / \
czonego na osi y. b

12. Wyznacz wszystkie liczby, ktére spelniaja jednoczesnie nieréwnosci:
a) x2-3x-10>0 i %x—1<0 0 xX2+9x+14>0 1 x2-2x>15

b) -2x2+13x-15<0 i %x—9>0 d) 2x2+17x+30=0 i —%x2—4x<8

®13. Rozwazmy trapezy zbudowane tak, jak przedsta-
wiono na rysunku obok. Pole trapezu zalezy od licz-
by a (a > 0). Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych
pola odpowiednich trapezéw sa wieksze od 510.
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14. Na rysunku obok zacieniowano pewien
prostokat. Dla jakiej liczby a pole tego pro-
stokata jest wieksze od 57

15. W prostokatnym ogrodzie o wymiarach 20m x 30m chcemy zatozy¢ klomb
z kwiatami tak, jak przedstawiono na rysunku (klomb to zacieniowany na zielono
obszar). Jaka powinna by¢ wartos¢ x, aby klomb zajmowal nie wiecej niz potowe
powierzchni ogrodu?

a) b)

X
20m X! 20m
X
30 m 30 m
MINISPRAWDZIAN

S1. Zbior rozwigzan nierownosci (x —2)(x +3) <0 jest przedstawiony na rysunku:

-3 0 2 -2 0 3
B. - _ D _ -
-3 0 2 -2 0 3

S$2. Do zbioru rozwigzan nieréwnosci —2(x — 1)(x + 7) > 0 nalezy liczba:

A. -8 B. -6 C.6 D. 8

S3. Zbior, ktéry przedstawiono na ry-
sunku obok, jest zbiorem rozwiazan ->—<->
nieréwnosci: - 0

A. X2 +5x<0 B. -x2+5x>0 C.-x2-5x<0 D. x2-5x>0

S4. Na rysunku obok zacieniowano trapez.
Dla jakich wartos$ci a (a > 0) pole tego tra-
pezu jest wieksze od 6 i mniejsze od 12?

A ae (4:6) C.ae(6;12)
B.ae(5;7) D.ae (7;14)




NIEROWNOSCI KWADRATOWE

806. Rozwiaz nieréwnos$¢, korzystajac z podanego wykresu.

a) %x2—6x+12<0 ) —v/3x2+6x-3v/3=0 e) 0,8x2+0,8x+1<0

y i y I
- 3. X
s NS N
")\: s X +
b ¥ )
32* 3"_6 % b
X n X
. w
™ 25 A
b) —0,4x% - 0,8x +6 <0 d) Ix2+2x+7>0 f) —0,5x2+/2x-2<0
y y y
5 A v
} +
2 o g x
‘*N \/3’- ‘V* _2
> e 3
T == :
Vi
x -7 X 3
NIEROWNOSCI KWADRATOWE 173
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7. 1e rozwigzan ma podana nieré6wnos¢?
d) (x-1)*<0

e) (x-12%<0

f) x2-3x+10>0

a) xX2+3>0
b) x2-1>0
0 (x-12>0

88. Rozwiaz nieréwnosc.

a) x2-1=0 ) x2>x e) 3x2>27

b) x2-2x>0

89. Rozwiaz nier6wnosc.
a) x2-x+2>0

b) x2-x-6<0

d x2+2>0 f) —3x2>2

d) xX2+6x+9>0
e) x2+18x-81<0

g) 5x2+2x-1>0
h) x2+2x-7>0

i) —2x2+5x+3>0

g 2x>+5<0
h) x+7)(x-5)<0

g) x2+8x-16<0
h) x2+3x+15<0

o) x2+x+12>0 f) x2-14x+49<0 i) —x2+3x+10<0

90. Rozwiagz nier6wnosc.

a) -6x2+x+1>0 e) x-2)(x+2)<5x-7 i) x2+/12x+3>0

b) 10x2+8x+0,7<0 f) 9x+5 <2x2 i) =3,5x2+5x-+/5<0
0 ’f2_2+%x—1>0 g) (x-1,5) <6,25 K) 4x2+2/5-2<0
d x2-x-0,2>0 h) (2x-6)2 <4x-13 D x2+2x+/7x+/14<0

91. a) Dla jakich argumentow wartos$ci funkcji y = x2—2x+2 naleza do przedziatu
(2 ; +oo), a dla jakich — do przedzialu <0;2>?
b) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji y = —%xz —2x — 2 naleza do przedzialu
(—oo ; 3), a dla jakich — do przedziatu (1 ; 5)?

92. Znajdz wszystkie liczby catkowite x spelniajace nieréwnosc.
a) (x-1,2)(x-3,4) <0
b) -x?+3,6x>0

) x2-6,25<0

d) 2x2-0,6x-16,2 <0
e) —v/2x2+8x-6v/2>0
f) —/3x2+/21x+42/3<0

93. a) Dla jakich argumentow funkcja f(x) = 2x2 — 2x — 36 przyjmuje wartosci
mniejsze niz funkcja g(x) = x> - 1?

b) Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = x2 — 2x + 9 przyjmuje wartosci wieksze niz
funkcja s(x) = 3x +2?
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¢) Dla jakich argumentow funkcja f(x) = —x? przyjmuje warto$ci nie mniejsze niz
funkcja g(x) = 2x> — 5x - 2?

d) Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = x3 + 3x% + 7x + 3 przyjmuje warto$ci co
najwyzej takie jak funkcja g(x) = x3 + x2 + 2x?

e) Dla jakich argumentow funkcja f(x) = 2x? —x — 2 + /X przyjmuje wartosci wiek-
sze niz funkcja g(x) = x2 + /x?

972, Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje warto$ci mniejsze niz funkcja g?
Obie funkcje sg funkcjami kwadratowymi.

a) Yi/o\ / b) Y C) Y
£ g
f g
0 1 X £ 0 1 X 0 1 X
e N
~ —
/g \
/ \

95. Wyznacz zbiér liczb, ktére spelniaja jednoczes$nie obie podane nieréwnosci,
oraz zbior liczb, ktére spetniajg co najmniej jedng z podanych nieréwnosci.

a) x2-1>0, x2+3x<0 d) x2+4x+1<0, —x2-2<0
b) x2-2x>0, —x2+2x+320 e) 2x2-5x+1>0, x2—3x+%<0
) Ix2+9x+2<0, 9x2-9x+2<0 f) x2-/7x<0, -x2+/2x+3>0

96. a) Rozwiagz nieréwnosci —x2+4x >0 oraz 2(x—1)2—8 > 0, a nastepnie rozwiaz
nieré6wno$¢ (-x? +4x)(2(x - 1) - 8) <0.
b) Rozwiaz nieréwno$é (x2 —x —6)(2x2-11x +5) > 0.

197. Wyznacz zbiér.
a) {xe]R: 3x2—2x+5>0}n{1,2,3} 0) ]R\{xe]R: x2+5x+7>0}
b) {xeR: 2x* -5x-3<0} nZ d) N\ {x € R: x2 - 13x +40> 0}

98. Znajdz dziedzine funkcji.

a) f(x)=v6x2+7x-3 b) fx)= —L1 ) flx)=2+tyx-4

) f(x) ) f(x) e ) f(x) N

99. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosc.
a) X2y2+x2-2xy2+y%>0 0 —2x2y? -3x2+xy-y*-2<0

b) x2y2+x2—xy+y2+1>0 d) —-3x2y2 -2x2+2xy—-y?2-1<0

NIEROWNOSCI KWADRATOWE
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100. Narysuj wykres funkcji y = [x> — 4| — 1, a nastepnie rozwigz nier6wnosc.

a) [x2-4]-1<0 b) [x2-4|>1 ) 13> |x%-4| d) 1< |x%-4|

101. pa jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne?

x2+2x-3 dlax<?2 x2+x-2 dax<l

x2-2x-3 dlax>1

a) f(X)={ C) f(X)={

wlut W

x2-7x+12 dlax>

—x2-4x-4 dlax<-1

x2-4x-5 dlax>-1

x2+7x+10 dlax<-2

x2-7x+12 dlax>-2

b) f(X)=‘: d) f(X)={

176 FUNKCJA KWADRATOWA
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Funkcja kwadratowa. Podsumowanie

AX Zestaw zadan grupa A
v

imie i nazwisko 1Ip. w dzienniku klasa data

1. Funkcja kwadratowa, ktérej wykres przechodzi przez punkty (0,4), (=2, 2), (4, —4), ma wzor:
A y=2x>+55x+4 B.y=-5x°—4 C.y=x?>-3x+4 D.y=—-3x2+4

2. Parabole bedaca wykresem funkcji f(x) = ax? przesunieto 3 jednostki w prawo i otrzymano w ten sposob

wykres funkcji g. Jaki jest wzor funkcji g, jezeli wiadomo, ze g(—4) = —9,8?
A. g(x) = —9,8(x —3)? C.g(x) =—1(x—3)?
B.g(x) = —0,3(x —3)? D. g(x) = —9,8(x + 3)?

3. Narysunkach przedstawione sg fragmenty wykresow funkcji kwadratowych. Dopasuj wzory do wykresow

funkcji (wpisz w kratkach odpow1edme numery wykresow).

@ v y ® y

©, y ® y ‘
[ y=-f+2x-4 =-tix-2p [|y=-5(x+27?
[ y=jx+a0-2) D y=—0,3x +4x—8 []»= Z(x+2)(X—4)

4. Miejsce zerowe pewnej funkcji kwadratowej to x = 1, a wierzchotek paraboli — ktoéra jest jej wykresem

— ma wspotrzedne (3, —4). Wzor tej funkcji mozna zapisa¢ w postaci:
Ay=(x-3)°-4 Cy=l(x—1)(x+5)
B.y=-2(x-3)72-4 Dy_, (x+3)2+4

5. Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji y = 2x> — 8x + 1 dla argumentow z przedziatu (—3;6).
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Funkcja kwadratowa. Podsumowanie

grupa A str. 2/2

6. Dana jest funkcja y = 7x% + 3x — 1.
a) Oblicz najmniejsza warto$¢ tej funkcji oraz argument, dla ktérego jest ona przyjmowana.
b) Oblicz, ile wynosza suma i iloczyn miejsc zerowych tej funkcji.
c) Okre$l przedzialy monotoniczno$ci podanej funkcji.

7. Zapisz wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej, wiedzac, ze do jej wykresu naleza nastepujace punkty:
A=(1,-5),B=(-2,1),C=(-3,-5).

8. Dane sa funkcje: f(x) = 25(x+ 1)* i g(x) = 25x3. Dla jakiego argumentu x roéznica f(x) — g(x) jest
najmniejsza? Ile jest wtedy rowna?




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Funkcja kwadratowa. Podsumowanie

str. 1/2
{ Zestaw zadan grupa B
imie i nazwisko lp.-\.x: duenmku klasa data

1. Funkcja kwadratowa, ktorej wykres przechodzi przez punkty (0,—-2), (1,—5), (—=2,—14), ma wzor:

A y=x*—4x-2 B.y=—-x>-2x-2 C.y=3x2-2 D.y=-3x*-2

2. Parabole bedaca wykresem funkcji f(x) = ax? przesunieto 3 jednostki w lewo i otrzymano w ten sposéb
wykres funkcji g. Jaki jest wzoér funkcji g, jezeli wiadomo, ze g(—2) = —4,5?
A . g(x)=—-2(x—23)? C.g(x) =4,5(x +3)?
B. g(x) = —4,5(x + 3)? D. g(x) = —4,5(x — 3)?

3. Narysunkach przedstawione sa fragmenty wykresow funkcji kwadratowych. Dopasuj wzory do wykresow
funkcji (wpisz w kratkach odpowiednie numery wykresow).

® y @ vy ® v

2

1

@ y ® y © »
\ 1 l‘l/_\
-5 é\x

UENN
>
)
—

=
>

\
(=2}
>

[Jy=-5x=37%+1 [Jy=tx+Dix-5) [Jy=3x+50x-1
| | y=-02x+3x-9 [Jy=-tx+1x-5 [ y=-gec+37+1
4. Miejsce zerowe pewnej funkcji kwadratowej to x = —5, a wierzchotek paraboli — ktora jest jej wykresem
— ma wspolrzedne (—7,2). Wzor tej funkcji mozna zapisa¢ w postaci:
Ay=-1650x—7)7+2 C.y=-3(x+7)"+2
B.y=—4(x—1(x+5) D.y=4§(x+22-7

5. Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji y = x? — 4x + 7 dla argumentéw z przedzialu (—7;3).




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Funkcja kwadratowa. Podsumowanie

grupa B str. 2/2

6. Dana jest funkcja y = 5x> — 3x — 2.
a) Oblicz najmniejsza warto$¢ tej funkcji oraz argument, dla ktorego jest ona przyjmowana.
b) Oblicz, ile wynosza suma i iloczyn miejsc zerowych tej funkcji.
¢) Okresl przedzialy monotoniczno$ci podanej funkcji.

7. Zapisz wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej, wiedzac, Ze do jej wykresu naleza nastepujace punkty:
A=(1,-2),B=1(2,3),C=(3,12).

8. Dane sa funkcje: f(x) = 36(x +1)3 i g(x) = 36x3. Dla jakiego argumentu x réznica f(x) — g(x) jest
najmniejsza? Ile jest wtedy rowna?
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Nierdwnosci kwadratowe

str. 1/2
Zestaw zadan grupa A
TP cereeerereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeessesseseeeseseeeseseneaeeeneaeaes  aaeasasasass Siiiiiiiiiaaieies eeseeeesseeess
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data
. Zbiér rozwiazan nieréwnosci —x? — 6x + 16 > 0 przedstawiony jest na rysunku:
A | | ¢ | |
-2 0 8 -8 0 2
B il = D. I =
-2 0 8 -8 0 2

. Wéréd rozwiazan nieréwnosci x2 + x — 6 > 0:

A. nie ma liczby O . C. nie ma zadnej liczby z przedziatu (0;3) .

B. nie ma liczb mniejszych od —1 . D. nie ma liczb wiekszych od 2 .

. Wsréd rozwigzan nieréwnosci x? — 4x — 12 < 0 znajdujemy doktadnie:

A. siedem liczb naturalnych C. osiem liczb naturalnych

B. szes$¢ liczb naturalnych D. dwie liczby naturalne

. Ktora z podanych liczb nalezy wstawi¢ w miejsce a, aby nierowno$¢ —x? — 8x + a > 0 byta spetiona

dokladnie przez jedna liczbe?
A. 16 B. —16 C.0 D.2

. Oblicz, dla jakich argumentéw wartoéci funkcji f(x) = 2x% + 3x — 5 sa mniejsze od warto$ci funkcji

g(x)=-2x-2.
A. dla x € (-0,5; 3) C.dlax € (—o0; —0,5) U (3; +00)
B.dlax € (—3; 0,5) D.dla x € (—o;—3) U (0,5; +)

5. a) Narysuj wykresy funkcji f(x) = —x?+2x +3 i g(x) = x> +2x + 1.

b) Oblicz wspolrzedne punktow przeciecia wykresow tych funkcji.
¢) Podaj argumenty, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci nie wieksze od wartosci funkcji g.




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Nierdwnosci kwadratowe

grupa A str. 2/2

7. Rozwiaz nier6wnosé: —3(x +5)? < —19x — 79.

8. Okre$l monotoniczno$¢ funkeji f(x) = x? — 14x w przedziale, w ktorym funkcja g(x) = —x> —7x — 6
przyjmuje wartos$ci nieujemne.

9. Ile liczb catkowitych spelnia warunek: —7 < x> — 6x + 1 < 1?
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Nierdwnosci kwadratowe

str. 1/2

Zestaw zadan grupa B

TP cereeerereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeessesseseeeseseeeseseneaeeeneaeaes  aaeasasasass Siiiiiiiiiaaieies eeseeeesseeess
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data

. Zbiér rozwiazan nieréwnosci —x? — 2x + 8 > 0 przedstawiony jest na rysunku:

A, ., ¢ |—

-2 0 4 -4 0 2
B ] 1 D. ] 1
-2 0 4 -4 0 2

. Wérdd rozwiazan nieréwnosci x> + 3x — 4 < 0:

A. nie ma zadnej liczby z przedzialu (-3;0) . C. nie ma liczb wiekszych od 3.

B. nie ma liczby O . D. nie ma liczb mniejszych od —1 .

. Wsréd rozwigzan nieréwnosci x> + 3x — 4 <0 znajdujemy dok}adnie:

A. sze$¢ liczb naturalnych C. jedna liczbe naturalna

B. cztery liczby naturalne D. dwie liczby naturalne

. Ktora z podanych liczb nalezy wstawi¢ w miejsce a, aby nieréwnos$¢ x? — 6x + a <0 byla spetmiona do-

kladnie przez jedna liczbe?

A.9 B. 0 C. -9 D.1
. Oblicz, dla jakich argumentow wartosci funkcji f(x) = —2x2 + 3x + 5 sa wicksze od wartosci funkcji
g(x) =2x+4.
A.dlax e <—§; 1) C.dlax € (—oo; —%)U(l; +00)
B.dlax € (_1; %) D.dlax € (—w;—l)u(%; +oo)

. a) Narysuj wykresy funkcji f(x) = —x?—-2x+3 i g(x) =x>—2x+1.

b) Oblicz wspolrzedne punktow przeciecia wykresow tych funkcji.
c) Podaj argumenty, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci nie wieksze od wartosci funkcji g.




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Nierdwnosci kwadratowe

grupa B str. 2/2

7. Rozwiaz nier6wno$é: —3(x + 2)? < 5x — 18.

8. Okresl monotoniczno$¢ funkcji f(x) = x? + 4x w przedziale, w ktéorym funkcja g(x) = —x> +6x + 7
przyjmuje wartos$ci nieujemne.

9. Ile liczb calkowitych spelnia warunek: —5 < x? — 6x + 3 < 10?




MATERIALY DODATKOWE DO WYKORZY-
STANIA PRZY REALIZAGJI DZIALU FUNKCJA
KWADRATOWA
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ZNAJDZ BtAD
Zestaw zadan

ZNAJDZ BtAD
FUNKCJA KWADRATOWA ZAKRES ROZSZERZONY

Zadanie 1. Ponizej podano wypowiedzi czterech uczniéw. Niektére z nich sa bledne.
Znajdz btedy i wyjasnij, na czym one polegaja.

Mieszko: Jesli dwie funkcje liniowe f i g sq rosnqce, to funkcja h(x) = f(x) - g(x) tez jest
rosnqca w calej dziedzinie.

Bolek: Jesli wykres funkcji liniowej f przecina os y w punkcie (0, m), to wykres funkcji
g(x) = [f(x)]? przecina o$ y w punkcie (0, m?).

Wladek: Jesli miejscem zerowym funkcji liniowej { jest x = p, a miejscem zerowym funkcji
liniowej g jest x = q, to pierwszq wspotrzednq wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem

funkcji h(x) = f(x) - g(x), jest x,, = pz—q

Stas: Jesli funkcja liniowa f przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x <-1, to funkcja
g(x) = [f(x)]? przyjmuje warto$¢ najwiekszq dla x = -1.

Zadanie 2. Ktére z ponizszych zdan sa fatszywe? Uzasadnij swoja odpowiedz.

A. Jesli wspotczynniki we wzorze funkcji f(x) = ax?>+b spelniaja warunek ab > 0, to funkcja
ma dwa miejsca zerowe.

B. Wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem funkcji g(x) = ax® — x + 1, ma wspéirzedne

1

(2:1)-

C. Jesli funkcja h(x) = 1x2_ bx+¢ ma dwa miejsca zerowe, to pierwsza wspoirzedna
wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem tej funkcji, jest réwna b.

D. Funkcja k(x) = x2 + bx przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla x = %
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EKSPERYMENTARIUM Z PLUSEM

lle jeste$my w stanie trwale zapamietac¢? Raptem jedng dziesiata tego,
co przeczytalismy. Potowe tego, co widzielismy lub styszeliSmy. | niemal wszystko,
bo az 90% tego, co sami zrobilismy...

Eksperymentarium z plusem to seria interaktywnych animacji — tu sie mnozy, buduje,
a nawet strzela, czyli po prostu dziata i uczy.

Wiadomosci z dziatu Funkcja kwadratowa fatwiej zrozumie¢, korzystajgc z animag;ji
Funkcja kwadratowa.

Znajdziesz je na eksperymentarium.gwo.pl.

y
4 2 y=ax2+bx+c

y= 1.00x*>+ 0.0x+ 0.0

a b c
5,,
0 0 0
(o]

—>x

Jednomiany
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LEKCJIE Z WYKOPEM
Zobacz, parabola

gdanskie AA
wydawnictwo v ‘V
oSwiatowe

3 nauc

2ycie

;" Iiv‘
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LEKCJIE Z WYKOPEM
Zobacz, parabola

/obacz, parabola

Opis: Uczen ma okazje zobaczy¢ w realnym $wiecie krzywe zblizone do parabol (bedace dzietem natury albo
cztowieka). Korzystanie z programéw graficznych uatrakcyjnia zajecia, aktywizuje uczniow, pozwala na szyb-
kie sprawdzenie ich propozycji i na wielokrotne proby uwzgledniajace wciaz nowe poprawki. Uczen powinien
znac i rozumieC trzy postaci wzoru funkcji kwadratowej oraz ich zwigzki z wykresami. Lekcja jest poswigcona
doskonaleniu umiejetnosci zwigzanych z tg tematyka.

Uwagi: W scenariuszu wykorzystano aplikacje zamieszczong na stronie GWO: https://gwo.pl/wykresy oraz pro-
gram Wolfram Player dostepny nieodptatnie na stronie: https://www.wolfram.com/cdf-player/.

Przebieg lekcii:
1.

Pokaz prezentacji PowerPoint Parabole na co dzien. (zob. dotgczona prezentacja PowerPoint).

Uwaga. Prezentacja pokazuje trzy przyktady ,naturalnego” wystepowania paraboli. Jest tylko wstepem do
kolejnych przyktadow w nastepnym zadaniu.

Zadanie: W ukfadzie wspotrzednych umieszczono zdjecia kilku parabol. Znajdz ich wzory.

Uwaga. Korzystamy z aplikacji zamieszczonej na stronie GWO (https://gwo.pl/wykresy) oraz jednej z dofa-
czonych fotografii. Nauczyciel moze zdecydowac, jakie ma byc pofozenie zdje¢ w uktadzie wspotrzednych
(niekoniecznie musi ono by¢ takie, jak w powyzszych przyktadach) i ile tego rodzaju ¢wiczen trzeba prze-
prowadzi¢. Wzory powinny powstawac w trakcie ogdlnoklasowej dyskusji (Co mozna odczyta¢ ze zdjecia
w ukfadzie wspotrzednych? Jak te informacje wykorzystac? Kiorg posta¢ wzoru najtatwiej otrzymac?).
Nauczyciel powinien przedstawia¢ wykresy proponowanych przez uczniow funkcji (wpisujac odpowiednie
wspotczynniki w okienkach aplikacji) i razem z klasg porownywac je z oczekiwanymi. Poprawne odpowiedzi
moga powstawac w wielu krokach (zwtaszcza ustalenie wspotczynnika a zwykle wymaga kilku prob). Warto
dodac, ze na podstawie informacji, ktore mozna odczytac z wykresu, najtatwiej utworzy¢ wzor w postaci kano-
nicznej lub iloczynowej, ale by wprowadzic takie wzory do aplikaciji, nalezy przeksztatcic je do postaci ogoinej.




3. Zadanie: a) ZnajdZ wzor paraboli, ktorg tworzy gorna krawedz konstrukcji hali targowej w Gdyni.

il e

[ [ L]

f(x)=-03-x2-0,6-x+1,7
Uwaga. Ze zdjecia w uktadzie wspotrzednych mozna odczytac wspotrzedne wierzchotka paraboli (-1, 2),
wigc najwygodniej rozpoczaé od wzoru w postaci kanonicznej: y = a (x + 1)2+ 2 i manipulowaé warto$cia
wspotczynnika a. (Odpowiedz: y = —0,3(x + 1)2+ 2)

b) Znajdz wzor paraboli, ktorg tworzy dolna krawedz konstrukcji mostu w Porto (Portugalia).

i By

0] =5028%2 5025504
Uwaga. Ze zdjecia w uktadzie wspotrzednych mozna odczyta¢ miejsca zerowe —2 i 1, wiec najwygodniej

rozpocza¢ od wzoru w postaci iloczynowej: y = a(x+ 2)(x —1) i manipulowa¢ wartoscig wspotczynnika a.
(Odpowiedz: y = -0,02(x+ 2)(x - 1))

¢) Znajdz wzor paraboli, ktorg tworzy wyjazd z tunelu.  d) Znajdz wzor paraboli, ktdrg tworzy pien drzewa.

Odpowiedz: y=-0,5(x+ 1)(x+ 6) Odpowiedz: y = —0,15(x + 2)2-3
Wy
R a
LTI AV [ : :
NGERDS 5 sis e f(x)=-0,15-22-0,6"x~3,6
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LEKCJIE Z WYKOPEM
Zobacz, parabola

e) Znajdz wzor paraboli, ktorg tworzy dolny obrys f) Znajdz wzor paraboli, ktorg tworzy gorna krawedz
pnia drzewa. konstrukcji Manchester Central.

Odpowiedz: y =0,05(x - 1)2 + 4 Odpowiedz: y=-0,12(x+ 2)(x - 6)

Vs

Ui ()= 0105820 1k 4,05 f(x)=-0,12-x2+0,48 x+1,44

4. 7Zadanie: Dopasuj wzor funkcji do wykresu.

Uwaga. Nalezy pobrac aplikacje Parabolic Function Game (https://demonstrations.wolfram.com/ParabolicFun-
ctionGame). Cwiczenie polega na dopasowaniu wzoréw (lista od 1 do 5) do narysowanych wykresow. Numer
wybranego wzoru nalezy wpisa¢ w okienku obok koloru wykresu (,red” — czerwony, ,blue” — niebieski,
,green” — zielony, ,black” — czarny, ,yellow” — zotty). Po udzieleniu odpowiedzi po prawej stronie pojawiaja
sig stowa ,False” (falsz) albo ,True” (prawda) w kolorze odpowiadajacym kolorowi wykresu. Cwiczenie mozna
wykonac wielokrotnie (z nowymi wykresami i wzorami) po nacisnieciu klawisza ,Try again”.

5. Zadanie: Opisz, jak zmieniajg sig ksztaft i potozenie paraboli 0 wzorze y = ax?+ bx + ¢ w zalezno$ci od
wartosci parametrowa, b i c.

Uwaga. Nalezy pobrac aplikacje Plotting a Parabola (https://demonstrations.wolfram.com/PlottingAParabola).
Ostatnie dwa suwaki stuzg do ustawienia zakresu argumentéw widocznych na uktadzie wspotrzednych. Po-
zostate suwaki pozwalajg na zmiane (ale tylko w zakresie liczb catkowitych) parametrow a, b i ¢. Najlepiej
zaczact od dyskusji konsekwenciji zmiany parametru ¢. Ciekawg obserwacja (ktorej dowod jest w zasiegu
dobrego ucznia) jest fakt, ze zmiana wartosci parametru b (przy statycha i ¢) powoduje przemieszczanie sie
wierzchotka paraboli wzdtuz innej paraboli.

Inng aplikacjg o podobnym dziataniu jest How Does The Vertex Location of a Parabola Change
(http://demonstrations.wolfram.com/HowDoesTheVertexLocationOfAParabolaChange).

Podsumowanie

Nauczyciel: Jak sig dzi§ przekonaliSmy, czasami wystarczy si¢ rozejrzec¢, aby zauwazy¢ towarzyszace naszemu
zyciu parabole. Cze$¢ z nich powstaje ,naturalnie”, np. taki ksztatt ma tor lotu pitki czy kamienia, wzdtuz paraboli
wytryska pod ci$nieniem woda z weza albo otworu fontanny. Cze$¢ z nich stworzyt czfowiek jako elementy
konstrukcji, zdobien, urzadzen technicznych. Trzeba jednak doda¢, ze nie zawsze krzywa, ktéra wyglgda jak
parabola rzeczywiscie nig jest. Swobodnie wiszacy sznur czy tancuch zaczepiony na koncach uktada sie wzdtuz
tzw. krzywej tancuchowej, kiora jest podobna do paraboli, a jednak si¢ od niej nieco rozni. Takze wiele elemen-
tow konstrukceji budowlanych to nie parabole, a krzywe tancuchowe, ktore charakteryzujg sie wyjatkowo duza
stabilno$cig.
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Zadanie 1

Do wykresu funkgji f(z) = a(x—2)*—3 nalezy punkt (1,—4). Wskaz zdanie prawdziwe.
| Funkcja f jest malejaca w przedziale <{—2;+c0) .

|| Przedziat <{—3;+00) jest zbiorem wartosci funkcji S .

|| Przedziat (—co;—32> jest zbiorem wartosci funkcji f .

|| Funkcja f jest rosnaca w przedziale <Z2;+o0).

Zadanie 2
Dana jest funkcja kwadratowa f(z)=3z24-bz+c. Miejsca zerowe funkcji f sg rozwigzaniami rownania |z—1|=2 . Wynika stad, ze:
D b=—2 i c=-13
D b=—4 jc=-3
_ b=—4ic=—6
L b=4ic=6
Zadanie 3
O jaki wektor nalezy przesunaé wykres funkcji y=—3(x—1)*+3, aby otrzymac wykres funkcji y = —3(z+1)*—4 ?
] [2,—86]
[-2,-6]
] [1,2]
[-L—4]
Zadanie 4
Wskaz wzor opisujacy funkcje, ktdrej wykres przedstawiono na rysunku.
[ |
Val |
VT
e X
AL L]
Ao i




Zadanie 5
Wskaz wykres funkgji, ktora ma takie same miejsca zerowe jak funkcja y=—2x2—4x+6 oraz taki sam wierzchotek jak parabola opisana wzorem
y=2As+1—v2)(z+1+v2).

A Moo B %

Zadanie 6

Wskaz nierdwnoé¢, ktéra ma taki sam zbiér rozwiazan jak nierdwnoéé z(z—3) > 3(%:—2} .
] —2(2—2](2—3]20

25205

 Ja—25>05

] z2—Bx+6<0

Zadanie 7

Ktdra z podanych nierdwnosci jest sprzeczna?
| 22243x+vI0

] z2—2z+1<0

D — x4 dr—4=0

L —r24/3r—6<0

Zadanie 8
Z wysokosci 2 metrow zostata wyrzucona pitka. Tor jej lotu przedstawia rysunek. Wskaz zdanie fatszywe.

x - czas w[s]
.................... . v - wysokodé w [m]

= DL e

0 0,2 X

|| Pitka znalazta sig na ziemi po okoto 0,5 sekundy od momentu wyrzutu.
. . L 2
|| Torem lotu pitki jest parabola, kt6rag mozna opisa¢ wzorem y = —?5(2—%) 45 .

|| Pitka znalazta sig w najwyzszym potozeniu po uptywie 0,2 sekundy od momentu wyrzutu.
D Pitka znajdowata sie na wysokosci 2 metréw na poczatku rzutu i po uptywie 0,3 sekundy od momentu wyrzutu.

44



45

Zadanie 9

Wskaz wszystkie wartosci parametru m , dla ktorych funkcja v = x24+mx+1,25m ma dwa miejsca zerowe o rdznych znakach.
| mE(—oo;0)U(E;+o0)

- mE(—oo;0)

| mE(Bitoo)

- mE(—ooi0>

Zadanie 10

Wskaz wszystkie wartosci parametru &, dla ktorych rozwigzaniem nierdwnosci —2:2+(k+3)-_r—% <0 jest zbidr liczb rzeczywistych.
| ke{-5,—1)

L EE(=5-1)

| kE(—o00—5>U<—1;+00)

 RE<-B-1>
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PARABOLA

Przedstawione na rysunkach parabole sg wykresami funkcji typu y = ax?.

2

y=2x? y=x° y=%x
Y Y y
- 1,, 1,
0 1 X 0 1 X 0 1 X

Na ponizszych rysunkach przedstawiono parabole y = 2x2 oraz dwa jej fragmenty
powiekszone w skali 2:11i4:1.

\J

skala 2:1 skala 4:1

Na kolejnych rysunkach przedstawiono parabole y = 3x2 oraz dwa jej powiekszone
(w pewnych skalach) fragmenty.

y

Zwr6¢ uwage, ze kolejne powiekszane fragmenty paraboli wydajq sie mie¢ coraz
szerzej rozwarte ramiona. Powiekszone parabole narysowane w zielonych ramkach
wygladaja tak samo, jak wyzej narysowana parabola y = x2, a parabole narysowane
w czerwonych ramkach wygladaja tak, jak parabola y = %xz.

PARABOLA — FUNKCJA KWADRATOWA
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MADRE PROJEKTY
Praca badawcza Parabola

Okazuje sie, ze gdy narysujemy dwie r6zne parabole (o r6znych wzorach), to za-
wsze mozna jedng z nich tak powiekszy¢ lub pomniejszy¢, aby otrzymaé druga.
Inaczej méwiac, dowolne dwie parabole sg figurami podobnymi.

1. Narysuj na kartce dowolng parabole o wierzchotku w poczatku uktadu wsp6l-
rzednych. Wykonaj (np. za pomoca kserografu) powiekszona i pomniejszona od-
bitke twoich rysunkoéw. Jakimi wzorami mozna by opisa¢ otrzymane na odbitkach
wykresy, gdyby przyja¢, ze jednostka ukladu wspoéirzednych na odbitce jest taka
sama, jak na twoim pierwotnym rysunku?

2. W ukladzie wspoélrzednych przyjmij za jednostke 1cm oraz narysuj wykres
funkcji y = x%. Narysuj wykres tej samej funkcji, przyjmujac za jednostke:

a) 0,5cm b) 1,5cm Cc) 2cm

3. Na rysunku obok przedstawiono
/ pewng parabole. Dobierz tak jednostki
na osiach ukladu, aby parabola ta byta
wykresem funkcji:

a) y=x* 0) y =¥
b) y =2x? d) y=0,1x?

4. Narysuj w ukladzie wspotrzednych parabole y = 3x? i y = 2x%. Jakimi wzora-
mi opisane bylyby te parabole, gdyby jednostka byla trzy razy wieksza? Jakimi
wzorami opisane bylyby te parabole, gdyby jednostka byla trzy razy mniejsza?

o Co dalej?

Zbadaj, jaki jest zwiazek miedzy
zmiang jednostki uktadu wspot-
rzednych, a zmiana wspo6iczynni-
ka we wzorze y = ax® opisujacym
dang parabole.

2 PARABOLA — FUNKCA KWADRATOWA
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Multipodreczniki dla klas 112
— zakresy podstawowy i rozszerzony

Dopasowane do umiejetnosci uczniéw
po 8-klasowej szkole podstawowe]?
Ksztatcg umiejetnos¢ budowania
modeli? Dawkujg wiadomosci

w fatwo przyswajalnych
porcjach?

Sprawd?z.

Twoj kod dostepu:
MASZ-NOWY-PODR

1. WejdZz na www.wpiszkod.gwo.pl.

2. Zaloguj sie lub najpierw zarejestruj, jesli nigdy
wczesniej nie rejestrowatas/es sie na www.gwo.pl.

3. Wpisz kod. Wpisujesz go tylko raz, potem przegla-
dasz podreczniki, logujgc sie na www.gwo.pl
(panel ,Moje GWO, zakfadka ,Multipodreczniki”).

Ksigzki mozesz przegladac przez 30 dni od pierwszego
uruchomienia. Kod jest wazny do 30 czerwca 2021 r.



@ MatNaul!

Interaktywne zadania
z matematyki dla liceum i technikum

Poznaj program online,
ktory utatwi Twoim uczniom:

» samodzielne opanowanie podstawowych umiejetnosci matematycznych,

* przygotowanie sie do klasowek,

* poprawienie ocen.

640 R @ @ T

=

ponad 640 filmy i komentarze na komputer
interaktywnych zadan Z rozwigzaniami i tablice interaktywng
ze zmiennymi danymi krok po kroku

7Ze swoimi uczniami?

Wiecej informacji o programie na matnau.gwo.pl.

Napisz do nas na kontakt@gwo.pl.

m

idealna pomoc
podczas zaje¢ w klasie,
a takze lekcji zdalnych

Chcesz bezptatnie wyprébowaé MatNau!



Dobry wynik na maturze?
Z nimi to pewne.

Arkusze maturalne

Ksigzka pomaga skutecznie powtdrzy¢ materiat
z matematyki i dobrze przygotowac sie do matury.
Dzieki publikacji uczniowie zapoznajg sie z for-
mutg arkusza egzaminacyjnego oraz sprawdzg
stopien opanowania wszystkich wymaga-

nych wiadomosci i umiejetnosci.

Repetytorium

Powtorka prowadzona wedtug dziatdw matema-
tyki. Ksigzka zawiera niezbedng teorie oraz zada-
nia typu egzaminacyjnego, a przy kazdym z nich
odnosnik do wymagania szczegdtowego, ktérego
znajomosc sprawdza zadanie. Dzieki temu mozna
na biezgco kontrolowac opanowanie zagadnien.

Znajdziesz je na ksiegarnia.gwo.pl.



ZAPROS NAS DO SWOJEJ SZKOLY

Skontaktuj sie z najblizszym koordynatorem, ktory w szczegdtach przedstawi naszg oferte.

woj. dolnoslaskie

Ewa Chmielowska

tel. 693 090 039, e-mail: echmielowska@gwo.pl
Grzegorz Kalferszt

tel. 607 524 800, e-mail: gkalferszt@gwo.pl
Justyna Rejter

tel. 601 330 630, e-mail: jrejter@gwo.pl

Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. kujawsko-pomorskie

Lena Czygier

tel. 601 690 901, e-mail: Iczygier@gwo.pl
Izabela Wisetka

tel. 601 691 868, e-mail: iwiselka@gwo.pl

woj. lubelskie

Marta Jonasz

tel. 601 990 618, e-mail: mjonasz@gwo.pl
Aleksandra Szymaniak

tel. 601 990 328, e-mail: aszymaniak@gwo.pl

woj. lubuskie

Magdalena Wojcik

tel. 601 578 129, e-mail: mwojcik@gwo.pl
Natalia Zwolinska

tel. 605 350 010, e-mail: nzwolinska@gwo.pl

woj. tédzkie

Piotr Chlebosz

tel. 601 990 774, e-mail: pchlebosz@gwo.pl
Maciej Ignaczak

tel. 605 135 957, e-mail: mignaczak@gwo.pl
Michat Kodtubanski

tel. 601 556 053, e-mail: mkodlubanski@gwo.pl
Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. mafopolskie

Magdalena Brzazgacz-Wichrowska

tel. 601 250 058, e-mail: mbrzazgacz@gwo.pl
Stawomir Buczynski

tel. 601 577 752, e-mail: sbuczynski@gwo.pl
Joanna Chronowska-Nycek

tel. 601 990 204, e-mail: jnycek@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. mazowieckie

Jolanta Klawe-Guzek

tel. 601 990 280, e-mail: jguzek@gwo.pl
Agnieszka Majewska

tel. 601 575 459, e-mail: amajewska@gwo.pl
Joanna Markowska

tel. 605 056 011, e-mail: jmarkowska@gwo.pl
Michat Moskal

tel. 601 574 758, e-mail: mmoskal@gwo.pl
Stawomir Sakowski

tel. 601 630 078, e-mail: ssakowski@gwo.pl

woj. opolskie

Dorota Henel-Kociotek

tel. 695 750 153, e-mail: dkociolek@gwo.pl
Justyna Rejter

tel. 601 330 630, e-mail: jrejter@gwo.pl
Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. podkarpackie

Stawomir Buczynski

tel. 601 577 752, e-mail: sbuczynski@gwo.pl
Jaromir Pajda

tel. 607 774 405, e-mail: jpajda@gwo.pl

woj. podlaskie

Beata Krajewska

tel. 695 730 007, e-mail: bkrajewska@gwo.pl
Joanna Markowska

tel. 605 056 011, e-mail: jmarkowska@gwo.pl

woj. pomorskie

Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Magdalena Oleszczuk

tel. 601 450 200, e-mail: moleszczuk@gwo.pl
Michat Patczynski

tel. 601 576 552, e-mail: mpalczynski@gwo.pl

woj. $laskie

Magdalena Brzazgacz-Wichrowska

tel. 601 250 058, e-mail: mbrzazgacz@gwo.pl
Piotr Chlebosz

tel. 601 990 774, e-mail: pchlebosz@gwo.pl
Dorota Henel-Kociotek

tel. 695 750 153, e-mail: dkociolek@gwo.pl
Jolanta Miziewicz-Dusko

tel. 601 754 070, e-mail: jmiziewicz@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. Swietokrzyskie

Michat Moskal

tel. 601 574 758, e-mail: mmoskal@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. warminsko-mazurskie

Beata Krajewska

tel. 695 730 007, e-mail: bkrajewska@gwo.pl
Andrzej Kwiatkowski

tel. 607 077 747, e-mail: akwiatkowski@gwo.pl
Michat Patczynski

tel. 601 576 552, e-mail: mpalczynski@gwo.pl

woj. wielkopolskie

Grzegorz Kalferszt

tel. 607 524 800, e-mail: gkalferszt@gwo.pl
Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Marta Wilczyniska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl
Magdalena Woéjcik

tel. 601 578 129, e-mail: mwojcik@gwo.pl

woj. zachodniopomorskie

Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Natalia Zwolinska

tel. 605 350 010, e-mail: nzwolinska@gwo.pl

Doktadny obszar dziatania koordynatorow
mozna sprawdzi¢ na koordynatorzy.gwo.pl.





