JAK SIE UCZY Z M+?
SPRAWDZ NAS!

Broszura zawiera gotowe materiafy

do przeprowadzenia lekc;ji

w 1 klasie liceum lub technikum:
Pojecie funkciji,

Czytanie wykresow,

Monotonicznosc funkcji.

gdanskie
wydawnictwo
o$wiatowe




Wstep

Oddajemy w Panstwa rece zestaw materiatow, ktéry umozliwia przeprowadzenie wraz z uczniami z 1 klasy liceum
lub technikum (ksztatcacych sie wg podstawy dla zakresu podstawowego) zajec z trzech tematéw dziatu Funkgje:

Pojecie funkdji,
Czytanie wykresow,

Monotonicznos¢ funkji.

Do realizacji wskazanych zagadnien przygotowaliémy odpowiednie fragmenty podrecznika, zbioru zadan oraz
¢wiczen podstawowych. Ow zestaw poszerzylismy o dodatkowe pomoce — materiaty dydaktyczne z bogatych zaso-
bow udostepnianych bezptatnie cztonkom klubu M+.

M+ odgruzowuje — sprytne zestawy zadan, ktoére pomagajq uczniom szybko od$wiezy¢ wiedze ze szkoty podstawo-
wej przed realizacjg nowych zagadnien dydaktycznych w 1 klasie liceum lub technikum.

Lekcje z wykopem — scenariusze niebanalnych zajec¢ lekcyjnych, ktére na dtugo zostang w gfowach uczniéw.
Punktem wyjscia jest ciekawy, niebanalny problem lub historia, ktéra wydarzyta sie naprawde. Autorzy wyjasniaja
zagadnienia matematyczne, wykorzystujac dostepne przecigtnemu uczniowi narzedzia. Podazanie za proponowanym
tokiem wyktadu, odkrywanie tajemnicy sprawia, ze lekcja zostaje na bardzo, bardzo dtugo w gtowach uczniéw.

ZnajdZ bfad — psychologia poznawcza podpowiada, ze nauka na btedach (swoich badZz cudzych) to metoda
z olbrzymim potencjatem do wykorzystania w edukacji dzieci i mtodziezy. Przygotowane przez nas zestawy zadan
ow fakt wykorzystuja. Zadaniem uczniéw jest wskazanie btedu w prezentowanych rozwigzaniach i skorygowanie go.
Oczywiscie bfedy nie sq zwyktymi pomytkami rachunkowymi — weryfikujemy nimi zrozumienie zagadniert matema-
tycznych przez Panstwa podopiecznych.

Eksperymentarium z plusem — zbidr interaktywnych animacji. Umozliwiajg uczniom samodzielne modelowanie wy-
branych zagadnien matematycznych i wycigganie wnioskéw na bazie wprowadzanych zmian. To wtasnie interak-
tywnos¢ naszego eksperymentarium wyzwala zaangazowanie u uczniéw. Dzieki temu szybciej potrafig opanowac,
zrozumiec i ugruntowac wiedze — no i robig to z nieukrywang przyjemnoscia.

Test do samodzielnej weryfikacji — wszyscy uczniowie majg dostep do interaktywnych testéw w Strefie ucznia
www.gwo.pl/strefa-ucznia. To materiaf, ktory wielu wykorzystuje do ostatnich przygotowan przed zblizajgcymi
sie klaséwkami. Chcemy pokazac¢ go, gdyz w szybki, prosty i rzetelny sposob pozwala zweryfikowac¢ swojq wiedze
i umiejetnosci.

Madre projekty — kazdemu nauczycielowi zdarza sie spotka¢ uczniéw bardziej dociekliwych. Przygotowany materiat
pozwala rozwija¢ potencjat takich wtasnie os6b — samodzielnie mogg zastosowac zdobytg juz wiedze i umiejetnosci
do bardziej ztozonych zagadnien.

WSsrdd propozycji materiaféw znajdujg sie takze karty pracy stworzone przy wykorzystaniu Kompozytora klasowek
i kart pracy — programu komputerowego stuzgcego do szybkiego uktadania, zapisywania i drukowania réznych zesta-
wow zadan z matematyki (w kilku wariantach). Zadania mozna dobiera¢ m.in. wedtug stopnia trudnosci oraz czasu
potrzebnego na ich rozwigzanie. Do kazdego zestawu zadan dotaczony jest klucz odpowiedzi. Zachecamy, aby wypro-
bowac wersje demonstracyjng programu, odwiedzajgc strone www.matematyka.kompozytorklasowek.gwo.pl.

Zdecydowalismy sie takze na zwrdcenie Pafistwa uwagi na program MatNau! — interaktywny zbi6r zadan z rozwig-
zaniami. Wchodzac na wskazang strone, otrzymajg Panstwo dostep do wersji demonstracyjnej programu, ktéry ma
dwa oblicza. Dla nauczycieli to interaktywny zbior zadan (do zakresu podstawowego). Szczegélnie przydatny dla tych
z Panstwa, ktdrzy lubia (i maja mozliwos¢) wykorzystywac na lekcjach nowoczesne technologie. Dla ucznia to aplika-
cja, ktéra motywuje do powtérek przed sprawdzianami i pomaga poprawi¢ oceny z matematyki. Za pomocg krétkich
filméw i komentarzy wyjasnia krok po kroku, jak rozwigzywac rézne typy zadan. Dodatkowo uczniowie moga spraw-
dzi¢ swoje umiejetnosci, wykonujac interaktywne ¢wiczenia.

Zapraszamy do wyprébowania Matematyki z plusem w czasie zajec z uczniami. Wszystkich zainteresowanych naszymi
propozycjami dydaktycznymi zachecamy do odwiedzenia strony www.matematyka.gwo.pl.
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M+ ODGRUZOWUJE

FUNKCJE

Zadanie 1. Zaznacz podane punkty w ukta-
dzie wspoirzednych.

Zadanie 2. Narysuj w uktadzie wspoirzed-
nych prosta, na ktérej leza punkty o pierw-

A=(-2,1) B=(0,1) C=(2,3) szej wspotrzednej rownej —3. Podaj wspot-
D=(3.2) E=40) F=(2-1) rzedne trzech dowolnych punktow leza-
' ' ' cych na tej prostej.
G=(0-1) H=(2-2) I=(-55) y 1 oSt
y y
7-6-5-4-3-2-1 1 : 4567 X -7 6-5-4-3-2-1 | 1 ¢ 4567 X

Zadanie 3. Narysuj w uktadzie wspotrzed-
nych prosta, na ktorej leza punkty o dru-
giej wspotrzednej réwnej 2. Podaj wspot-
rzedne trzech dowolnych punktéw leza-
cych na tej prostej.
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Zadanie 4. Zaznacz w ukladzie wspotrzed-
nych po 3 punkty spelniajace warunek:

a) x=y,

b) y=2x,

c¢) x =-y ipunkt (x,y) nalezy do II ¢wiart-
ki ukfadu wspétrzednych,

d) x = y+1 i punkt (x,y) nalezy do III
¢wiartki uktadu wspétrzednych.
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M+ ODGRUZOWUIJE

Zestaw zadan odswiezajgcych wiedze przed dziatem

Zadanie 5. Zaznacz w ukladzie wspotrzed- Zadanie 6. Zaznacz w ukladzie wspotrzed-
nych pie¢ punktéw, ktérych odlegtos¢ od nych wszystkie punkty oddalone od osi x
osi x jest réwna 5. o 3 jednostki, a od osi y — o 2 jednostki.
y y
5t 5+
4” 4,,
3+ 3l
2” 2,,
1t 1+
T 5aB2 [ 1534567 % sebas2u| 1234567 %
wDr w21
_3” _3,,
_4” _4,,
‘5” _5,,

Zadanie 7. Pole trapezu obliczamy ze wzoru P = % - h, gdzie a, b to podstawy trapezu,

h — jego wysokos$¢. Uzupelnij tabele.

a b h P
10 6 5

2 4 20
5 8 39

Zadanie 8. Wyznacz:

a) h ze wzoru P = %ah

b) x ze wzoruy =2x-3
Q) azewzoruP=%-h

d) xzewzoruy=%+2

Zadanie 9. Pewien hotel oblicza koszty wynajecia sali
konferencyjnej, wykorzystujac wzoér: C = % + 500,
gdzie C — koszt wynajecia [zl], N — liczba uczest-
nikéw. Uzupelnij tabele, a nastepnie zilustruj dane
Z tej tabeli w uktadzie wspotrzednych.

liczba uczestnikéw 20 40 60 80 | 100

koszt wynajecia [z1]




MATERIALY DO LEKCJI
POSWIECONYCH POJECIU FUNKGJI

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigzac¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
® — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujace oznaczenia:

2. — zadanie fatwe
12. — zadanie o $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego
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POJECIE FUNKCJI

Przyjrzyj sie ponizszej tabeli. Numerom za-
wodnikow bioracych udziat w biegu na 400 m
przypisano uzyskane przez nich czasy.

x‘189‘13‘5‘75‘40‘12

y ‘ 46,22 ‘ 47,98 ‘ 47,36 ‘ 48,07 ‘ 46,21 ‘ 45,88

X — numer zawodnika

y — czas biegu (w sekundach)

Z podobnymi sytuacjami spotykamy sie bardzo czesto. Na przyklad kazde-
mu uczniowi jest przypisany jeden numer w dzienniku lekcyjnym, kazda
ksigzka ma $ciSle okresSlona liczbe stron, kazde zwierze mozna zakwalifi-
kowa¢ do okreSlonego gatunku. Odpowiada to nastepujacemu schematowi:

Mamy pewien zbior X oraz pewien W naszym przykfadzie X to zbior
zbidr Y i kazdemu elementowi zbio- numeréw zawodnikéw, a Y — zbior
ru X przypisujemy lub — inaczej mo- mozliwych do osiggniecia czasow.
wigc — przyporzadkowujemy doktadnie Kazdemu zawodnikowi przyporzad-

jeden element zbioru Y. kowujemy uzyskany czas.

Przyporzadkowanie, w ktérym kazde- W naszym przyktadzie funkcja
mu elementowi zbioru X odpowiada okreslona ées_tk na Zb'orzi r,‘“,mek;

A 5 . row zawodnikow 0 wartosciac
doktadnie jeden element zbioru Y, na- w zbiorze mozliwych do osiagnie-
zywamy funkcja okreslona na zbio- cia czasow.

rze X o wartos$ciach w zbiorze Y.

Zbior X, na ktérym jest okreslona Zbiér {5,12,13,40,75,189} jest
funkcja, nazywamy dziedzing funk- dZiedZinq- fun|.<cji, a kazda liczba
cji. Kazdy element dziedziny nazywa- Z tego zbioru jest argumentem.
my argumentem funkcji.

Jezeli argumentowi x jest przyporzad-

kowany element y, to méwimy, zZe Na przyktad dla argumentu 5 oma-
ekl ol t . . wiana funkcja przyjmuje wartosc
LIl @lE EuigimmEnail 2 eIy jfE 47,36, a dla argumentu 12 — war-

wartosc¢ y. tos¢ 45,88.

Rozwaz nastepujaca funkcje: Kazdemu uczniowi twojej klasy jest
przyporzqgdkowana liczba liter wystepujqcych w jego pierwszym imieniu.
Na przyktad: jesli w klasie jest Barbara, to przyporzadkowujemy jej liczbe 7.
a) Ile elementéw ma dziedzina tej funkcji?
b) Podaj wartosci tej funkcji dla kilku wybranych argumentow.

c) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza warto$¢ przyjmuje ta funkcja? zadanie 1 }

FUNKCJE
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Dziedzing funkcji moze by¢ dowolny zbiér i wartosci funkcji tez moga
by¢ elementami dowolnego zbioru. W tym rozdziale bedziemy rozwazaé
przede wszystkim takie funkcje, ktoérych argumenty i wartos$ci sg liczbami.

Funkcje okreslamy, podajac jej dziedzine i sposéb, w jaki argumentom
przyporzadkowywane sa warto$ci. Mozemy to zrobi¢ na r6zne sposoby, na
przyktad za pomoca opisu stownego, tabelki, wykresu, wzoru lub grafu.
Ponizej te sama funkcje opisano na pie¢ réznych sposobdéw.

Oto mozliwe przedstawienia.

Opis stowny:

Kazdej liczbie catkowitej x wiekszej od —4 i mniejszej od 4 przyporzqdko-
wujemy liczbe y o 2 mniejszq od potowy kwadratu liczby x.

Tabelka:
x|-3|-2|-1]o]1]|2]3
y ‘2%‘ 0 ‘—1%‘—2 ‘—1%‘ 0 ‘2%

Wzor: Graf:
_3 /—_\\ 21
Liczbie x ze zbioru 34— "2
{-3,-2,-1,0,1,2,3} |27 | T~
|~

funkcja przyporzad- 24—

o Ti sw- -1 | T~ _L
kowuje liczbe y row 1 » l2

na %xz -2.

Wykres:

Zaznaczone punkty tworza wy-
kres funkcji. Pierwsza wspolrzed-
na kazdego z nich to argument
funkcji, a druga — to wartos¢
funkcji odpowiadajaca temu ar-
gumentowi.

Dziedzing tej funkcji jest zbiér liczb: {-3,-2,-1,0,1,2,3}. Kazdej liczbie
z tego zbioru jest przyporzadkowana pewna liczba rzeczywista.

Z historii

O funkcji mozemy mysle¢ jako o wzajemnej zalezno$ci miedzy dwiema

wielkoSciami.

Poszukiwaniem takich zalezno$ci zajmowali sie juz starozytni Grecy. Termin
sfunkcja” pojawit sie jednak dopiero w XVII wieku, w pracy niemieckiego
matematyka Gottfrieda Leibnitza (czyt. Gotfryd Lajbnic). Definicje funkcji
(jako przyporzadkowania) pierwszy sformulowal matematyk niemiecki Pe-
ter Dirichlet (czyt. Pejter Dirisle) w 1837 roku.

Dzisiaj pojecie funkcji jest jednym z najwazniejszych poje¢ matematyki.

POJECIE FUNKCJI

129
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Rozwazmy nastepujaca funkcje:
Zdanie: Funkcja f argumen-
tom ze zbioru X przyporzqd-
kowuje wartosci ze zbioru Y
mozemy zapisac tak:

Funkcja f kazdej liczbie naturalnej
przyporzqdkowuje reszte z jej dzie-
lenia przez 3.

Dziedzine funkcji f stanowi zbior
fiX—Y liczb naturalnych. Jej wartoSciami
tez sg liczby naturalne. Te informa-
cje mozemy zapisac tak:

fi:IN— N

Zapis f(x) oznacza warto$¢
funkcji f dla argumentu x.

Obliczmy warto$ci funkcji f dla argumentéw: 0, 1, 20, 28, 42, 67.

f(0)=0, bo 0:3=0reszta 0 f(28)=1, bo 28:3 =9 reszta 1
f(1)=1, bo 1:3=0reszta 1 f(42)=0, bo 42:3 =14 reszta 0
f(20)=2, bo 20:3 =6 reszta 2 f(67)=1, bo 67:3 =22reszta 1

Dla funkcji f okre$lonej powyzej oblicz f(2), f(10), f(15) i f(100).
Ile r6znych warto$ci moze przyjmowac ta funkcja?

Zbiér wszystkich wartosci, ktére przyjmuje funkcja, nazywamy zbiorem
wartosci funkcji.

Uwaga. W zapisie f: X — Y zbior X oznacza dziedzine, ale zbior warto$ci funkcji
nie musi by¢ réwny zbiorowi Y, cho¢ musi by¢ jego podzbiorem.

Zauwazmy, ze zbiér wartoS$ci funkcji f rozwazanej powyzej jest trzyele-
mentowy: {0, 1,2} i jest oczywiScie podzbiorem zbioru IN.

Zapisz zbior warto$ci funkcji przedstawionej na stronie 129.
zadania 2-4 }

[l Omawiang funkcje f mozna przedstawi¢ za pomoca wykresu:

w <

N
.
.
.
3
.

Powyzszy wykres sktada sie z pojedynczych punktéw, bo dziedzing jest
zbior IN. Wykresami funkcji moga by¢ tez linie ciagle Iub ich fragmenty.

130 FUNKCJE
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Do wykresu funkcji f naleza wszyst-
kie punkty o wspo6irzednych (x, f(x)),
gdzie x jest elementem dziedziny,
a f(x) to warto$¢ funkcji dla tego ar-

Gdy rysujemy wykres funkcji, warto
pamietaé, ze nie moga do niego na-
leze¢ dwa punkty o tej samej wspot-
rzednej x, bowiem dowolna funkcja
dla kazdego argumentu przyjmuje

tylko jedng wartos¢. Moze sie jednak
f zdarzy¢, ze dla roznych argumentow
wartosci beda jednakowe.

gumentu.
f(X)'\/

/ X

Narysuj wykres funkcji,
ktora dla argumentow -2, 0 i 3 przyj-
muje te sama wartosc¢.

zadania 5-9 }

v Dla jakich argumentéw funkcja f opisana na poprzedniej stronie
przyjmuje warto$¢ 0?

Argument, dla ktorego funkcja przyjmuje warto$¢ 0, nazywamy miejscem

zerowym tej funkcji. Inaczej mowiac, argument x jest miejscem zero-

wym funkcji f, gdy f(x) = 0.

y

Gdy funkcja jest okreslona za pomoca wy- o -
kresu, to zwykle tatwo odczytac jej miej- o -
sca zerowe. Sa nimi pierwsze wspolrzedne Tl /
punktow wykresu lezacych na osi x. f\ ‘

Rysunek obok przedstawia wykres pew-
nej funkcji. Jej miejscami zerowymi sg
liczby -3, —1 oraz wszystkie liczby z prze-
dziatu <2;4>.

zadania 10-14 }

ZESTAW ZADAN

4 | 1. Opisane przyporzadkowanie to przyklad funkcji. Okresl jej dziedzine, podaj

kilka argumentéw oraz odpowiadajgce im wartosci.

a) Kazdemu stowu w zdaniu: ,Nie czyn drugiemu, co tobie niemite” przyporzadko-
wano liczbe liter w tym wyrazie.

b) Numerowi strony pewnego podrecznika do matematyki zostata przyporzadko-
wana liczba zadan na tej stronie.

¢) Uczniowi twojej klasy przyporzadkowano liczbe jego rodzenstwa.
d) Laureatowi Nagrody Nobla przyporzadkowano kraj, w ktérym sie urodzit.
e) Pierwiastkowi chemicznemu zostal przyporzadkowany jego symbol.

f) Szczytowi gorskiemu przyporzadkowano jego wysokoSc.

POJECIE FUNKCJI 131
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4 I 2. Dla podanej funkcji wybierz dwa argumenty i podaj odpowiadajace im wartosci.

a) {:12,3,5,7,8} — R i f(x) to potowa liczby x.

b) f:{56,7,...,99} — R i f(x) to 10% liczby x.

o f:R— R i f(x) to zaokraglenie liczby x do jednosci.
d)f:N—Ri f(x)=§

e f: <—2;3> — Rifx)=x+2

3. Ponizszy graf przedstawia funkcje, ktéra kazdemu wojewddztwu w Polsce przy-
porzadkowuje liczbe miast znajdujacych sie na terenie tego wojewddztwa (dane
z 201671.).

Oznaczenia:
b 9l D — dolnoslaskie
PD PK 40 o1 K — kujawsko-pomorskie
K 50 L — lubelskie
I 44 LU — ’lubu.skle
PO 47 L — t6dzkie
. 94— MP — malopolskie
LU—] MZ — mazowieckie
; L 46 O — opolskie
SL . 71 PK — podkarpackie
SW 32 PD — podlaskie
Mp 61 PO — pomorskie
WM 49 SL — $laskie
MZ 86 SW — $wietokrzyskie
w 112 WM — warminsko-mazurskie
(0} 35

J \ W — wielkopolskie
u/ J 7 — zachodniopomorskie
a) Ile elementéw ma dziedzina funkcji?

b) Jaka najmniejsza, a jaka najwieksza warto$¢ przyjmuje ta funkcja?
o) Ile jest argumentéw, dla ktérych wartosci funkcji sa mniejsze niz 457

d) Dla ilu argumentéw funkcja przyjmuje warto$ci wieksze niz 50?

4. Ponizej podano dwie funkcje okre§lone za pomoca tabelek.

Dla kazdej z nich ustal:

N

N[ —

X |-5|-2 -3/ 0 1]2
1
fx)) 2 | -3 -3|-332

a) Jaka jest najwieksza, a jaka najmniejsza
warto$¢ funkcji?

N
)
=)

b) Jaki jest zbior warto$ci funkcji?

¢) Dla jakich argumentéw funkcja przyj-
muje warto$ci dodatnie?

N

Q
=N
>
[
N
|
N
N
|
N
N | wl—=

|
[}
N

d) Ilu argumentom jest przyporzadkowa-
na liczba 27

132 FUNKCJE
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4 Il 5. Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji.

Y a) Okre$l dziedzine i zbior wartosci tej funkcji.

b) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
najwieksza wartos$¢?

¢) Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje
wartosci ujemne?

—

0 1 X d) Podaj przyktady argumentéw, dla ktorych
funkcja przyjmuje te samag wartosc.

e) Przedstaw funkcje za pomoca tabeli.

6. Przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej od 0 do 9 liczbe liter w stowie ja
oznaczajacym, np. liczbie 1 (j-e-d-e-n) odpowiada 5. Przedstaw te funkcje w postaci
tabelki i sporzadz jej wykres. Ktérej liczbie odpowiada najmniejsza warto$¢?

7. Ponizej podano przyktady przyporzadkowan (liczbom x przyporzadkowano licz-
by y). Ktore z nich nie sg funkcjami?

a)x‘—S‘—lo‘G x‘—B‘—Z‘—l‘—l x‘—Z‘ \2\10
Sshaiss Selalsie plaalals
b) y y y _
\ 19 / NN A\ !

N~ YN
9]

8. Ponizej podano wzér i dziedzine pewnej funkcji. Przedstaw te funkcje w postaci
tabelki i narysuj jej wykres.

a) y=)212 Dziedzina: {-2,-1, 1,2} b) y=.x-1 Dziedzina: {0,%,1,4}

9. Sporzadz tabelke i narysuj wykres funkcji, ktéra kazdej liczbie ze zbioru
{—1, %, 1%} przyporzadkowuje jej odwrotno$¢. Zapisz wzor tej funkcji.
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 134

4 v 10. Podaj miejsca zerowe, ktére mozna odczyta¢ na

podstawie podanych informacji o funkcji: )

a) b)
x|-2|-1]0]1]2 x|o|1]2]3]4
v]of-6[3]-s]s vio[1][-1]o]s

d) )’”. e) y f) Yﬁ

A

11. Przedstaw za pomoca tabelki albo wykresu przyktad funkcji, ktérej dziedzina
ma sze$¢ elementow i ktéra:

a) ma dwa miejsca zerowe, b) nie ma miejsc zerowych.

12. Ustal, jakie miejsca zerowe ma podana funkcja, i okreél jej zbiér wartosci.
a) [rIN—-IN i f(n) toreszta z dzielenia n przez 7

b) f:IN—-IN i f(n) to cyfra jednosci liczby 5n

o f: <0;2> — R i f(x) to zaokraglenie liczby do jednoSci

d) f: (0; 5) — R i f(x) to cyfra jedno$ci rozwiniecia dziesietnego liczby x

e) f:{1,2,3,4,...,20} - N i f(n) to liczba parzystych dzielnikéw liczby n

13. Funkcja g zostala okreélona nastepujaco: Kazdej liczbie naturalnej n przypo-
rzqdkowujemy najwiekszq z liczb parzystych mniejszych lub réwnych n.

a) Podaj wartosci g(3), g(5), g(16), g(158).

b) Dla jakich argumentow funkcja g przyjmuje warto$¢ 120?

¢) Jakie miejsca zerowe ma ta funkcja?

d) Dla ilu argumentéw funkcja g przyjmuje warto$ci mniejsze od 507

14. Narysuj wykres funkcji spelniajacej jednocze$nie nastepujace warunki:

e do wykresu nalezy punkt P = (1, 3),

e dla argumentu x = 2 funkcja przyjmuje warto$c 7,

e funkcja przyjmuje warto$¢ 8 dla co najmniej dwdch argumentéw,

e funkcja przyjmuje warto$¢ 0 dla argumentu x = 3,

e dziedzina funkcji to zbidr liczb catkowitych wiekszych od —4 i mniejszych od 6.
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MINISPRAWDZIAN

S1. W tabelce podano niektore argumenty i warto- X ‘ -3 ‘—\/? ‘ 0 [v/10
$ci funkcji f. Na jednym z rysunkéw przedstawiono f(x)‘ 5 ‘ 0 ‘ > | oo
fragment wykresu tej funkcji. Na ktorym?
A. y B. y C. y D. y
N A
1 \ 1
f
0 X 0 X 0 \ X /0 X
\ / \
S$2. Ile miejsc zerowych ma funkcja przedstawiona 0
na grafie obok? 2 -
4=

Al B.2 C.3 D. 4 6
)

S3. Funkcja g jest okreslona nastepujaco:
g: {10,11,12,...,99,100} — N, g(n) to iloczyn cyfr zapisu dziesietnego liczby n.

Ile jest argumentow, dla ktorych funkcja g przyjmuje wartosé 6?
A. 4 B.6 C.8 D. 10




ZBIOR ZADAN (fragmenty)

Strona 94
1. Dla kazdej z funkcji okreSlonych ponizej za pomoca tabelki ustal:
a) dziedzine,
b) zbior wartoSci,
¢) warto$ci najmniejsza i najwieksza,
d) wartos¢ dla argumentu 1,
e) dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosc 2,
f) miejsca zerowe funkcji,
g) dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.
x |1]1213]4l5 6 x |3 2-1]o0 1 ]2 3
fx)| 1 0 1 2 3 4 h(x)| -2 1 -2 0 2 | -1 ‘ 2
X 1 2 3 4 5 6 X 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20
gx)| -3 | 5 0 1 2 0 s(x)| O 2 4 6 8 0

Ponizej okreslono funkcje za pomocg opisu stownego. Przedstaw te funkcje za
pomocaq grafu i tabelki.

a) Liczbom calkowitym nalezacym do przedziatu (—4;2> przyporzadkowujemy
liczbe o 6 wieksza.

b) Liczbom dwucyfrowym podzielnym przez 15 przyporzadkowujemy sume cyfr
wystepujacych w tej liczbie.

Ponizej okreslono funkcje za pomocq opisu stownego. Przedstaw te funkcje za
pomocaq tabelki i wykresu.

a) Kazdej liczbie calkowitej nalezacej do przedziatu <—4 ;4) przyporzadkowujemy
warto$¢ bezwzgledna tej liczby.

b) Kazdej liczbie ze zbioru {1, 2,3,.. .,9} przyporzadkowujemy reszte z dzielenia
tej liczby przez 4 pomniejszong o 2.

4 Funkcje okreslono za pomocg wzoru i podano jej dziedzine. Przedstaw te funk-

cje za pomocq tabelki i wykresu.
_ _ 2 _1 1
a) fx)=2x-5, x€{-3,-1,01,2,4,51}

b) fx)=12-3, xe {-6,-4,-3,-2,1,2,3,4,6}
O f()= VX x€{0,1,2,4,5,8,9]
d) f(x) = g xef-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

o) f(0=Ix+2|-2, xe{-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 95

Ponizej okre$lono stownie nastepujace funkcje:
a) funkcja f1 kazdej liczbie dwucyfrowej mniejszej od 50 przyporzadkowuje ilo-
czyn cyfr wystepujacych w zapisie tej liczby,
b) funkcja f> kazdej liczbie ze zbioru {1, 2,3,..., 20} przyporzadkowuje reszte
z dzielenia tej liczby przez 6,
¢) funkcja f3 kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowuje warto$¢ bezwzgledna
liczby o 3 wiekszej od x,

d) funkcja f4 kazdemu argumentowi ze zbioru {4, 10,16,17,18, 20} przyporzadko-
wuje liczbe parzystych dzielnikow tego argumentu.

Dla kazdej z tych funkcji:

I. wyznacz wartoS$ci dla argumentéw: 16, 18, 20,
II. sprawdz, czy funkcja przyjmuje wartoSc 5,
IIl. wyznacz miejsca zerowe,

IV. znajdzZ zbiér wartosci.

Znajdz miejsca zerowe funkcji (o ile istniejg), ktéra kazdej liczbie rzeczywistej
X przyporzadkowuje:

a) liczbe o 1 wieksza od x, e) sze$cian liczby x powiekszony o 1,
b) liczbe dwa razy wiekszg od x, f) liczbe o 1 wieksza od |x|,

¢) kwadrat liczby x, g) liczbe o 5 mniejsza od /|x],

d) odwrotnos¢ liczby x, h) odwrotno$¢ liczby x2 + 1.

Pewna funkcja kazdej dodatniej liczbie naturalnej przyporzadkowuje odwrot-
nos¢ tej liczby.
a) Jaka warto$¢ przyjmuje ta funkcja dla argumentu 527
b) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje wartos¢ 0,017
¢) Czy funkcja przyjmuje warto$¢ 1,5?
d) Dla jednocyfrowych dodatnich liczb naturalnych przedstaw funkcje za pomoca
tabelki.

e) Na podstawie tabeli z punktu d) sporzadz wykres funkcji.
f) Czy istnieje warto$¢ najmniejsza lub najwieksza tej funkcji?
g) Znajdz zbiér wartosci tej funkcji.

Funkcja f jest okreSlona nastepujaco:
Kazdej liczbie ze zbioru {—3, -2,-1,0,1, 2, 3} przyporzqdkowujemy kwadrat tej licz-
by pomniejszony o 4.
a) Przedstaw te funkcje za pomocaq tabelki i wykresu.
b) Podaj miejsca zerowe tej funkcji.
¢) Dla ilu argumentéw funkcja ta przyjmuje wartos$ci dodatnie?
d) Dla ktorych argumentéw funkcja ta przyjmuje warto$ci mniejsze od —2?
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 96

Funkcja f jest okreSlona nastepujaco:
Kazdej liczbie rzeczywistej ujemnej przyporzqdkowujemy jej odwrotnosé, a kazdej
liczbie rzeczywistej nieujemnej — liczbe do niej przeciwng.
a) Wyznacz miejsce zerowe tej funkcji.
b) Wyznacz zbidr wartoSci tej funkcji.
¢) Oblicz warto$¢ wyrazenia: £(2) + f(-2).
d) Uzasadnij, ze dla k # 0 iloczyn liczb f(k) oraz f(-k) jest liczba stala.

Podane przyporzadkowanie jest funkcja. Podaj kilka argumentow i odpowia-
dajace im wartoS$ci oraz miejsca zerowe (jesli istnieja).

a) Kazdemu miastu w Polsce jest przyporzqdkowane wojewodztwo, w ktorym to
miasto lezy.

b) Kazdemu panstwu europejskiemu jest przyporzqdkowana liczba morz, ktore
Z tym panstwem graniczq.

¢) Kazdemu dniowi biezqcego tygodnia przyporzqdkowana jest liczba lekcji, ktore
masz tego dnia.

d) Kazdemu uczniowi twojej klasy przyporzqdkowujemy liczbe jego rodzenstwa.
e) Kazdej planecie uktadu stonecznego przyporzqdkowujemy liczbe jej ksiezycow.

Dla jakich argumentéw opisana funkcja przyjmuje warto$¢ 3, a dla jakich —
wartosc¢ 4?

a) Kazdej osobie przyporzgdkowujemy liczbe liter wystepujqcych w jej imieniu.

b) Liczbie naturalnej n przyporzqdkowujemy liczbe uczniow twojej klasy, ktorych
imie ma n liter.

¢) Kazdej osobie przyporzqdkowujemy liczbe okreslajgcq, ile razy w jej imieniu
wystgpita litera ,,a”.

d) Kazdej liczbie n ze zbioru {1, 2, 3} przyporzqdkowujemy liczbe uczniow twojej
klasy, w ktorych imionach wystepuje n samogtosek.

Oblicz warto$ci funkcji dla wskazanych argumentéw.

a) y=9x-2 £(0), f(-4), f(%)
b y=x/2-3  f), f(/D, f(—2)
Q) y=x2-4x+2 FG3), f-2), £(1)

d) y= -3 f(z)l f(_S)! f(\/j_g)

3x-2 dlax<4
= -1), f(4), f(10
e) f(x) {5—4x dla x> 4 f(=1), f4), f(10)

x2—4x dlax € (—o0;-1)

f) fix)=12 dlax e (-1;1) 3, FL), f(%)
%+4 dlaxe<1;+oo)
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Ponizej podano cennik opftat za krajowy list zwykly w zalezno$ci od tego, ile
wazy ten list. Przedstaw za pomocg wykresu zalezno$¢ oplaty za list krajowy od
masy listu.

Listy wazgce 500 g lub mniej 3,30 zt

Listy wazace wiecej niz 500 g, ale nie wiecej niz 1000 g 4,00 z1

Listy wazace wiecej niz 1000 g, ale nie wiecej niz 2000g | 6,60 z1

Naszkicuj wykres funkcji, ktéra speinia jednoczes$nie nastepujace warunki:
a) ¢ dziedzing jest przedziat <—5;10>,
e do wykresu funkcji naleza punkty (-2,-2), (1,5), (8,4) i (9,4),
o funkcja ma dwa miejsca zerowe: =51 —1,
e najmniejsza warto$¢ funkcja przyjmuje dla argumentu -3,
o najwieksza warto$¢, jaka przyjmuje funkcja, wynosi 6,
b) e dziedzing jest przedziat <—8;7>,
o wykres przechodzi przez poczatek uktadu wspoéirzednych,
e najwieksza warto$¢ funkcja przyjmuje dla argumentu -8,
o funkcja przyjmuje wartosci dodatnie w przedziale <—8 ; —3),
o funkcja przyjmuje dla argumentéow —8 i 7 wartosci, ktére sa liczbami przeciw-
nymi.

Na zbiorze wszystkich stéw jezyka polskiego okreSlamy trzy funkcje I, g
oraz S. JeSli przez x oznaczymy slowo w jezyku polskim, to I(x) oznacza liczbe
liter wystepujacych w stowie x, g(x) — liczbe glosek w tym stowie, s(x) — liczbe
sylab, z ktorych sktada sie to stowo.

a) Oblicz warto$¢ kazdej z tych funkcji dla stowa ,rzezucha”.

b) Podaj przyktad takich stéw a, b, ¢ oraz d, ze: l(a) = g(a), s(b) = I(b) — g(b),
I(c)=2-s(c), I(d) = g(d) = s(d).

¢) Uzasadnij, ze dla kazdego argumentu x speiniona jest nieréwnos$c¢ s(x) < I(x).

Podaj miejsca zerowe funkcji f i g, okreSlonych w nastepujacy sposob:
fiRy — R i f(x) to najwieksza wielokrotno$¢ liczby 5 mniejsza od x,

g:-1Q — Z i g(x) to najwieksza z liczb calkowitych mniejszych od x.

Podaj najmniejszg i najwieksza warto$¢ funkcji f.
a) f: {2, 3,4,5,6,7,8,9, 10} — R i f(x) to najmniejsza r6zna od 0 wspdlna wielo-
krotnos¢ liczb x i 10.
b) f: <0,01 ;0,1> — R i f(x) to suma trzech pierwszych cyfr po przecinku wyste-
pujacych w rozwinieciu dziesietnym liczby x.
¢) Funkcja f kazdej liczbie naturalnej o sumie cyfr rownej 7 przyporzadkowuje
iloczyn cyfr tej liczby.

POJECIE FUNKCJI 97



ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 98

Dane sa funkcje f, g oraz h okreSlone nastepujaco:

o funkcja f kazdej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje najwiekszy dzielnik tej
liczby rézny od n,

o funkcja g kazdej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje liczbe jej dzielnikow,

e funkcja h kazdej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje najmniejsza liczbe
pierwsza nie mniejsza od n.

a) Czy ktoras z tych funkcji ma miejsce zerowe?

b) Wyznacz nastepujace wartosSci: f(f(12)), g(g(15)), h(h(36)).

¢) Oblicz wartosé¢ wyrazenia: — 9@ +g(f24)

glh(f (249)] - flh(g(24))]

17
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POJECIE FUNKCJI

1. Funkcje f, g i h sa okreslone za pomoca tabelek. Uzupelnij zdania.

a) argumenty funkcji :|
x | 3|-1]0]4]7 Dziedzina funkcji f to {-3,-1,0, .. }
fA 0 |35 |-2]5 ] Zbior wartosci funkcji f to {—3, -2, }

wartos$ci funkcji

b)

X | S5|-2(-1] 0|7 Dziedzina funkcjigto{ .............................. }

gx)| 2 | -3 | -2 2 0 Zbiér wartosci funkcjigto{

Warto$¢ funkcji g dla argumentu x =-1to y = .

Funkcja przyjmuje warto$¢ y =2 dla x = oraz dla x =

Miejscem zerowym funkcji jest x =

Funkcja g przyjmuje warto$ci dodatnie dla x = oraz dla x =

Najwieksza warto$¢ funkcji g jest rowna

Najmniejsza warto$¢ funkcji g jest rowna

9]

x| =9 7| 4|10 Dziedzina funkcjihto | . }

hx)| -3 | -5 0 [ 0 | -3 Zbiér wartosci funkcji h to {

Warto$¢ funkcji h dla argumentu x=0to y = .

Funkcja przyjmuje warto$¢ y = -3 dla x = oraz dla x =

Miejscami zerowymi funkcji sg x = oraz x =

Funkcja h przyjmuje wartosci ujemne dla x =

Najwieksza warto$¢ funkcji h jest réwna

Najmniejsza warto$¢ funkcji h jest rowna
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2. Funkdje f, g i h sa okreSlone za pomocg grafow. Uzupetnij zdania.
a)

p
Sj_\

Dziedzina funkcji f to {—5,—4, -1,

4

Zbioér wartosci funkcji f to {—3, 0,

-4 4 |

0 /4\\ o Warto$¢ funkcji f dlax=-5toy=__ .
1+ Funkcja przyjmuje warto$¢ y =-3 dlax=___
0 oraz dlax=__

\

\_4j-4
argumenty wartosci
funkcji funkcji

Funkcja f przyjmuje warto$¢ ujemna dla x = -1 oraz dla x =

Najwieksza warto$¢ funkcji f jest réwna

Najmniejsza warto$¢ funkcji f jest réwna

b)
. g N Dziedzina funkcji g to { ... ... }
1 | TT—o .. , . ..
. e Zbiér wartosci funkcjigto | 3
0 /{/—5: -2 Warto$¢ funkcjig dlax=2toy=__ .

- -1 Funkcja przyjmuje wartos¢ y = -3 dla x =
oraz dla x =

Funkcja g przyjmuje wartosci nieujemne dla x = oraz dla x =

Najwieksza warto$¢ funkcji g to

Najmniejsza warto$¢ funkcji g to

)
h Co iy
W W Dziedzina funkcji hto { ... }
. e Zbi6 Sci funkcji h
M i ior wartosci funkejihto { J
0 /_l\\ Wartos$¢ funkcji hdlax=4toy= . .
4 | -0 Funkcja przyjmuje wartoS¢ y =1 dlax =
e oraz dla x =
5 1 | orazdlax=____
Miejscami zerowymi funkcji sa x = S X = oraz x =
Funkcja h przyjmuje warto$ci niedodatnie dla x = s X = oraz dlax=
Najwieksza wartos¢ funkcji h to
Najmniejsza warto$¢ funkcji h to
48 FUNKCJE
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POJECIE FUNKCJI

3. Kazda z ponizszych funkcji jest okreslona na jeden ze sposobéw: za pomoca
tabelki, grafu lub wykresu. Przedstaw ja na pozostate dwa sposoby.

a) funkcja f b) funkcja g ¢) funkcja h
x [-3]10 ]| 2|4 X X
fx)|-213|-2|3 g(x) h(x)
| P Ly [
0 -
2 = -1
» - -
- (-
y y y

—

=

[

4. Ponizej przedstawione sa trzy rézne funkcje. Uzupelnij tabelke.

y

—

0O\\1 X

Funkcja

M ‘0‘—1‘2‘—2

fz(X)‘—l‘ 0 \—2\ 0

f1

f2

Dziedzina funkcji

Zbior warto$ci funkcji

Najmniejsza warto$¢ funkcji

Najwieksza warto$¢ funkcji

Miejsca zerowe funkcji

Warto$¢ funkcji dla
argumentu réwnego 0

FUNKCJE
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CWICZENIA PODSTAWOWE (fragmenty)

Strona 50

5. Uzupelnij rysunek i tabelke tak, aby przedstawialy te sama funkcje.
a) b) )
x ol L x| w03
vl L l=efol [yl Tif yfol ] fo

Y Y Y i

1+ :1—— 1+

0 1 X 0 1 X 0 1 X

6. Uzupelnij wspétrzedne punktéw tak, aby byly one punktami nalezacymi do wy-
kresu funkcji f.

a) Funkcja f kazdej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje cyfre jednosci liczby 9”.
O, ..) (,....) (2...) (35 ..) (102 )

b) Funkcja f kazdej dodatniej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje n-ta cyfre po
przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby %

(L) @ ) Go) &) (a1,.) (26, )

c¢) Funkcja f kazdej liczbie wymiernej przyporzadkowuje liczbe 1, a kazdej liczbie
niewymiernej — liczbe 0.

7. Narysuj wykres funkcji, ktéra spetnia podane warunki.

a) Dziedzina funkcji jest
zbiér {-4,-3,0, 1, 2, 4},
a zbiorem wartosci

{—3, 0, 2}, funkcja ma
trzy miejsca zerowe.

oy

b) Dziedzing funkcji jest
przedziat <—3 ; 5>, a zbio-
rem wartos$ci {—3, 2}, funk-
Cja przyjmuje ujemnag war-
tosc¢ tylko dla x € <0;2>.

y

50

¢) Dziedzing funkcji jest
przedziat <—5 ; 2>, a zbio-
rem wartosci <—4 ; 3>, funk-
cja przyjmuje warto$¢ —2

dla dwéch argumentéow.

y

FUNKCJE



MATERIALY DO LEKCJI ,
POSWIECONYCH CZYTANIU WYKRESOW

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigzac¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
® — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujace oznaczenia:

2. — zadanie fatwe
12. — zadanie o $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego




PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 135

CZYTANIE WYKRESOW

| Za pomocqa funkcji opisujemy zwykle, w jaki spos6b zmienia sie jedna
wielko$¢ w zalezno$ci od drugiej. Najtatwiej obserwowac te zalezno$¢ na
podstawie wykresu.

Funkcja, ktéra przedstawiono ponizej, opisuje, jak zmienia sie temperatura
w zaleznosci od wysokos$ci nad powierzchnig Ziemi (do 100 km).

Vi s e o ~ ' e X - wysokos$¢ nad Ziemig (w km)
507 P PR PR : : i y - temperatura (w °C)
. .

70 80 90 100 x

-50+
Odczytaj z wykresu:
a) Na jakiej wysokoSci temperatura jest najnizsza?
b) Na jakich wysokoS$ciach panujg temperatury dodatnie?
CZYTANIE WYKRESOW 135
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 136

Czasami argumenty i wartosci funkcji nazywa sie zmiennymi: argument
funkcji — zmienna niezalezna, a warto$¢ funkcji — zmienng zalezna.

W przykiadzie na poprzedniej stronie zmienng niezalezna jest wysoko$¢
nad powierzchnig Ziemi, a zmienna zalezna — temperatura.

Ponizej zostaly przedstawione wykresy trzech funkcji. Na ich podstawie
mozemy okreSli¢ dziedzine oraz zbiér warto$ci funkcji. Przyjmujemy, ze
punkty oznaczone pustym koéteczkiem nie nalezg do wykresu funkcji.

y y y
1 ; ; ' / ; = y
. l . X </ 1 X / ')/ X
Dziedzina: Dziedzina: Dziedzina:
-2,-1,1,2,4} (-3;4) (-3;-1) U {0;3)

Zbiér wartoSci:

{_31_11 2}

Zbiér wartoSci:

=31 v (-1; 3)

Zbiér wartoSci:

<—3;1>U<2;4)

136

Na kolejnych rysunkach przedstawiono fragmenty wykresow trzech funk-
cji. Jezeli wykres nie konczy sie kropka z lewej lub prawej strony, to
przyjmujemy, ze dziedzina jest przedziatl nieograniczony. W przypadkach
takich jak ponizsze bedziemy tez przyjmowaé, ze widoczne sg wszystkie
miejsca zerowe, a niewidoczna cze$¢ wykresu jest nieprzerywana linig.

Yy Yy Y
/_\,

Dziedzina: Dziedzina: Dziedzina:
zbior R <—3 ;+oo) (—oo ;4)

Rysunki te przedstawiaja tylko fragmenty wykreséw, wiec na ich podstawie
nie mozemy okresli¢, jakie sg zbiory wartosci poszczegdlnych funkcji, bo
nie mamy pewnosci, jak dalej przebiegaja wykresy.

FUNKCJE



PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 137

Wybierz jedna z funkcji przedstawionych na poprzedniej stronie
i odpowiedz na pytania:

a) Jaka warto$¢ przyjmuje funkcja dla argumentu 0, a jaka — dla argumentu 2?

b) Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje warto$¢ 17

] B
Ly
2/ NN

| ! !

X N

argumenty argumenty
Tak znajdujemy war- A tak: argumenty, dla
to$¢ funkcji dla dane- ktoérych funkcja przyj-
g0 argumentu X. muje dang wartos¢ y.

Gdy znamy miejsca zerowe i korzystamy z wykresu, mozemy okresli¢, dla
jakich argumentow funkcja przyjmuje wartoSci dodatnie, a dla jakich —
ujemne.

+++++++ +
- |- -/ bN\- - - X

fx)>0 dla x € (a;b)
f(x)<0 dla x € (—OO;G)U(b;+oo>

Narysuj wykres funkcji, ktorej miejscami zerowymi sq liczby 1, 2
i 3 oraz spetniony jest podany warunek.

a) Funkcja przyjmuje wartos$ci dodatnie tylko dla x € (1 ; 2> v <3 ; +oo>.
b) Funkcja przyjmuje warto$ci ujemne tylko dla x € (—oo : 1).

¢) Funkcja nie przyjmuje warto$ci dodatnich.

CZYTANIE WYKRESOW 137
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Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkcji f. Okresl dziedzine i zbiér warto-

sci tej funkcji, najwieksza wartos¢ i najmniej-
szga warto$¢ oraz miejsca zerowe. Dla jakich
argumentow wartosci funkcji sa ujemne?

Dziedzing jest przedziat <—3; 7) .

[y

X
Zbibr wartosci to przedziat <—3; 5>.
Wartos$¢ najwieksza to f(-3) = 5.
Wartos$¢ najmniejsza to f(1) = -3.
Miejsca zerowe to liczby: -1, 3, 6.
Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x € (—1 ;3) U (6 ; 7).
y
ZADANIE  Okresl dziedzine i zbiér wartoSci 0\
funkcji g przedstawionej na wykresie obok oraz
podaj, dla jakich argumentéw wartosci tej funkcji T g
sg dodatnie. "
zadania 1-12 }
ZESTAW ZADAN
4| 1. Korzystajac z wykresu funkcji, odpowiedz na pytania:
e Jaka jest dziedzina funkcji? Jaki jest zbiér wartosci funkcji?
e Jaka najmniejsza i jaka najwieksza warto$¢ przyjmuje funkcja?
e Jakie wspolrzedne ma punkt przeciecia wykresu z osig y?
e Czy funkcja ma miejsca zerowe? Jedli tak, to jakie?
e Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie?
a) Y 3] Y e) Y
0 1 X o 1 o 1 X
/
b) Y d) y f) y
0 1 X 0 1 0 1 X
L
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 139

2. Ktéra z funkcji przedstawionych w zadaniu 1. na poprzedniej stronie spelnia
jednocze$nie ponizsze warunki?

e Funkcja ma doktadnie trzy miejsca zerowe.
e Dla argumentow z przedziatu (—2 ; 2) funkcja przyjmuje wartosci ujemne.
e Najmniejsza warto$¢ funkcji wynosi —2.

3. a) Narysuj wykres dowolnej funkcji, ktérej dziedzina jest przedzial <—5;5)
i ktora ma dwa miejsca zerowe.

b) Narysuj wykres funkcji, ktorej dziedzing jest zbidr <—4;6> i ktora przyjmuje
wartosci ujemne tylko dla argumentéw wiekszych od -3 i jednocze$nie mniejszych
od 2.

¢) Narysuj wykres funkcji, ktérej dziedzing jest zbior (—5 ; 3> i ktéra przyjmuje
warto$¢ 0 dla argumentow mniejszych od 1, a dla pozostatych — wartos$¢ 2.

4. Odczytaj miejsca zerowe funkcji przedstawionej za pomoca wykresu. Okresl, dla
jakich argumentéw funkcja przyjmuje warto$ci dodatnie, a dla jakich — ujemne.

a)‘ Y , 0 : ’y [ : e) Y
N NG -

b) y d) y f) y

| /
\V/1 x//ll/\x //\11/x

5. Naszkicuj taki fragment wykresu funkcji okreslonej na zbiorze R, z ktdrego
wida¢, ze funkcja moze spetnia¢ podany warunek.

PadRk

a) Funkcja nie ma miejsc zerowych.
b) Funkcja przyjmuje tylko warto$ci ujemne.

¢) Funkcja liczbom dodatnim przyporzadkowuje warto$¢ 1, liczbom ujemnym
przyporzadkowuje warto$¢ —1, a liczbie 0 — wartos$c¢ 0.

d) Funkcja dla argumentow mniejszych od 4 przyjmuje wartoSci ujemne, a dla
pozostalych argumentow — warto$¢ 3.

CZYTANIE WYKRESOW 139
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 140

6. Na rysunkach przedstawiono wykresy szesciu réznych funkcji.

a) Dla ktérych z tych funkcji dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych?
b) Jedna z tych funkcji przyjmuje tylko warto$ci dodatnie. Ktora?

¢) Dwie z tych funkcji majq jedno miejsce zerowe. Ktore to funkcje?

d) Zbiorem wartosci jednej z tych funkcji jest przedziat (—oo ; O>. Ktora to funkcja?

® y y © y

/ N X 0 1 xwl X

© q ® . ; ®

1} / 1——}
—— X Yl X
V N

7. Ktéra z funkcji z zadania 6 spelnia jednocze$nie ponizsze warunki?
e Punkt (0,0) nalezy do wykresu funkcji.
e Dla argumentu 1 warto$¢ funkcji jest ujemna.

e Funkcja nie przyjmuje warto$ci mniejszych od -3.

Wysokosé| Stopiert | Wysokosc| Stopiett 8. Korzystajac z informacji przedsta-
fali skali fali skali wionych w tabeli, narysuj wykres funk-
(m) Beauforta (m) Beauforta cji, ktora wysokosci fali na morzu przy-

porzadkowuje stopien w skali Beaufor-
0 0 (4;6> 7 ta (czyt. Boforta).

(0;0,1) 1 (6:8) 8
(0.1;0,5) 2 (8:10) 9

(0.5:1) 3 (10;12) 10

(1:2) 4 (12;14) 11

(2:3) 5 (14;+00) | 12

(3:4) 6

9. Funkcja jest okreslona nastepujaco: Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzqdkowu-
Jjemy najwiekszq z liczb calkowitych nie wigkszych od tej liczby.

Wypisz kilka punktow nalezacych do wykresu tej funkcji. Naszkicuj jej wykres.
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PODRECZNIK (fragmenty)
Strona 141

10. Na podstawie wykreséw funkcji f i g odpowiedz na pytania:
e Jaka jest dziedzina funkcji f, a jaka — funkcji g?

e Jaki jest zbior wartos$ci funkcji f, a jaki — funkcji g?

e [le miejsc zerowych ma funkcja f, a ile — funkcja g?

e Dla jakich argumentow wartosci funkcji g sa dodatnie, a dla jakich argumentéw
dodatnie sg wartosci funkcji f?

e Ktora z funkcji ma wieksza wartos¢ dla x = 1, a ktéra — dla x = -3?
e Dla jakich argumentow wartoSci funkcji f i g sg rowne, a dla jakich argumentéw
warto$ci funkcji f sq wieksze od wartosci funkcji g?

a) Y b) y 9] y

11. Narysuj w jednym ukladzie wsp6trzednych wykresy dwéch funkcji f i g okres-
lonych na zbiorze liczb rzeczywistych tak, aby:

a) wartosci funkcji g byly mniejsze od warto$ci funkcji f tylko dla x € (—3 ; 7),

b) wartosSci funkcji g byty wieksze od wartosci funkcji f tylko dla x € (—oo ;—4)
oraz dla x € (3;5).

12. Wyobraz sobie, ze do naczyn, ktérych ksztalt zilustrowano na rysunkach, wle-
wamy jednakowym strumieniem wode.

@ @ @ @ @ ? ®g %
Wykresy przedstawiaja, jak zmienia sie poziom wody w naczyniach w czasie ich
napetniania. Dopasuj wykresy do naczyn.

X ‘ X X X ‘ pY

CZYTANIE WYKRESOW 141
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MINISPRAWDZIAN

Rysunek do zadan S1-S2.

Vv

muje dla argumentu 12.

rowna 5.

$2. Ktore zdanie jest falszywe?

A. Dziedzing funkcji jest zbidr liczb spetniajacych warunek —4 < x <12.
B. Funkcja przyjmuje wartos¢ 2,5 dla dwoch argumentow.
C. Miejscami zerowymi funkcji sq liczby -2, 8 i 12.

D. Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla argumentéw mniejszych od 0.

S1. Ktére zdanie jest prawdziwe?

A. Najwieksza warto$¢ funkcja przyj-

B. Funkcja przyjmuje wartos¢ —2 do-
ktadnie dla trzech argumentow.

C. Warto$¢ funkcji dla argumentu 3
jest wieksza niz dla argumentu 7.

D. Réznica miedzy najwieksza a naj-
mniejszg wartoScig funkcji jest

S$3. Na rysunku przedstawiono wykresy funk- Y g

cji f oraz g. Wartosci funkcji f sa wieksze od \ 1 f

warto$ci funkcji g dla argumentow nalezacych :

do przedziatu: \ 0 X
I\

A.(-4;5) B.(-3;2) C (-4;-1) D.(-1:5) U /
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 98

CZYTANIE WYKRESOW

. 19. Na wykresie obok przedstawiono
[°cl temperatury zanotowane w potudnie
w kolejnych dniach.

a) Jaka byta temperatura w czwartek?

15 b) W ktorych dniach temperatura w po-
tudnie wynosita 12°C?

¢) Ktérego dnia temperatura byla naj-
10 wyzsza? Ile wynosita?

d) Ktérego dnia temperatura byla naj-
nizsza? Ile wynosita?

5 e) O ile stopni nizsza byta temperatura
pn. wt. §r. czw. pt. sob. ndz. w Srode niz w piatek?

21U, Wykres przedstawia zaleznos¢ mie- pole
dzy polem powierzchni calkowitej a pro- [FC’I(I’IVI‘;-]
mieniem podstawy puszki o objetoSci T
0,5 litra. Korzystajac z wykresu, odpo-
wiedz na ponizsze pytania (odpowiedzi 4t
podaj w przyblizeniu).

a) Jaki jest promien podstawy puszki,
o polu powierzchni catkowitej 4,5 dm?2?
b) Jakie jest najmniejsze mozliwe pole
powierzchni puszki? Jaki jest wowczas
promien podstawy puszki?

¢) Dla jakich diugo$ci promienia po- 1+
le powierzchni puszki maleje wraz ze
wzrostem promienia, a dla jakich — 0 N U U O R R O R
rosnie? 0,5 1y [dm]

98 FUNKCJE
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 99

Na wykresie przedstawiono liczbe ksigzek wypozyczonych w bibliotece szkol-
nej (czynnej od poniedziatku do piatku) w dwudziestu kolejnych dniach wrze$nia
przez ucznioéw klas pierwszych.

a) Ile ksigzek wypozyczyli pierwszoklasisci 1 liczba
L . . +-wypozyczonych
w pieciu poczatkowych dniach wrzes$nia? T ksiazek
157 ;

b) W ktorym dniu pierwszoklasi$ci wypozy-
czyli najwiekszg liczbe ksigzek? Ile to byto 1
ksigzek? 104
c¢) O ile wiecej ksigzek wypozyczono 10
wrzeSnia w poréwnaniu z 1 wrze$nia?

d) Z uwagi na nieobecno$¢ bibliotekarza
pewnego roboczego dnia biblioteka byta

zamknigta. Ktérego dnia bibliotekarz byt SN N RN
nieobecny? 5 10 15 20dni

Odpowiedz na pytania na podstawie wykresow.
a) Jaka byta $rednia temperatura kwietnia 1990 r.?
b) W jakich miesigcach 1990 r. Srednia temperatura byta ujemna?
¢) W jakich miesiacach 2075 r. przewiduje sie §rednia temperature powyzej 15°C?
d) O ile stopni wzro$nie $rednia temperatura marca w latach 1990-20757?
e) Czy wzrost Sredniej temperatury miedzy 1990 r. a 2075 r. bedzie wiekszy w lecie
czy w zimie?
f) Okres wegetacyjny to okres, w ktérym S$rednia temperatura miesieczna jest wyz-

sza od 5°C. O ile miesiecy diuzszy bedzie okres wegetacyjny w Polsce w 2075r.
w porownaniu z rokiem 19907

CZYTANIE WYKRESOW

Przewidywany wzrost temperatury w Polsce
o 25y
g 20+
g 151
a,
£ 10T
L
I 1
.g 5
@ 0
’ 514 I II 11 v \Y% VI VIL VI IX X XI XII miesigce
_ Liczba ludnosci §wiata Odpowiedz na pytania.
= — .
‘g w latach 1000-1700 a) O ile wzrosta liczba ludnos$ci miedzy
z 600: 1100 r. a 1200 r.?
3 T b) W ktorym wieku liczba ludnoSci prze-
é 400: kroczyta 500 mIn?
5200” c¢) Na wykresie wida¢ skutki epidemii
2 r, o dzumy zwanej czarng Smiercig. W kto-
= 1000 1200 1400 1600 lata rym wieku panowata ta epidemia?

99



22 Odczytaj z wykresu funkdji f:

a) dziedzine i zbior wartosci funkcji,
b) wartosci f(-4), f(0) i f(5),

¢) dla jakich argumentéw funkcja przyj-
muje warto$c¢ 1, a dla jakich warto$¢ -1,
d) dla jakich argumentéw funkcja przy-
jmuje warto$ci ujemne, a dla jakich —
nieujemne,

e) najwieksza i najmniejsza warto$¢
funkcji,

f) miejsca zerowe funkcji.

ZBIOR ZADAN (fragmenty)
Strona 100

25, Odczytaj z wykresu funkcji f:

a) wartoS$ci funkcji f dla argumentow:
-3,-1,01 3,5,

b) miejsca zerowe funkciji f,

¢) w jakim przedziale funkcja f przyj-
muje warto$ci nieujemne,

d) dla jakich argumentéw przyjmuje
wartos$ci wieksze od 1,

e) jaka jest najmniejsza, a jaka najwiek-
sza warto$¢ funkcji w przedziale <—1 ; 4,5>,
f) dla ilu argumentéw funkcja przyj-
muje wartosc 2.

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f oraz g.

® Y Y

< (w
)

o O
< A

—
>

1/ X

a) Dla jakich argumentéw wartoS$ci funkcji przedstawionych na wykresach speinia-

ja nieréwnosc¢ f(x) > g(x)?

b) Dla jakich argumentéw zachodzi ré6wnos¢ f(x) = g(x)?

¢) Dla jakich argumentéw warto$ci funkcji f sa mniejsze od warto$ci funkcji g lub

sg im rowne?

d) Dla jakich argumentéw funkcje f i g przyjmuja jednoczes$nie wartos$ci ujemne?

e) Dla jakich argumentéw wartosci obu funkcji sa jednocze$nie mniejsze od 2?

100

FUNKCJE
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27. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu y
funkcji g (dalsza jego cze$¢ powstalaby wedlug tej
samej reguty). /

a) Jakich wartos$ci funkcji mozna sie spodziewac¢ dla /
argumentow 100, 101, 1537 /
. . . c . . 1
b) Ile rozwigzan moze mie¢ réwnanie g(x) = a, gdzie /
a € R? Ile rozwigzan ma rownanie g(x) = 115? Bl 1 X

WZORY | WYKRESY FUNKCJI 101




CWICZENIA PODSTAWOWE (fragmenty)
Strona 51

1. Funkcja f jest okreslona za pomoca wykresu. Uzupelnij zdania.

Dziedzina funkcji f to {—6, -5, } o y
Zbior wartosci funkcji f to {—4,—3, -2,
Warto$¢ funkcji f dlax=-5to y = . .

Funkcja f przyjmuje warto$¢ y =0 dla x =

awarto$¢ y=5dla x = oraz dla x =

Funkcja f przyjmuje warto$ci ujemne dla
xX=-6,x= oraz dla x =

Najwieksza warto$¢ funkcji f to

a najmniejsza warto$¢ funkcji f to

2. Funkcje f i g sa okreslone za pomoca wykreséw. Uzupelnij zdania.

a) Dziedzina funkcji f jest przedziat =~
Y Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat
f Warto$¢ funkgji £ dla argumentu x = 3 jest rOwna
\ oh aNg Funkcja f przyjmuje warto§¢ y=-2dlaxe |

} i X
\ / Miejscami zerowymi funkcji fsa :

Najwieksza wartos$¢ funkcji f jest rowna

Najmniejsza warto$¢ funkcji f jest rowna

Funkcja f przyjmuje wartosSci ujemne dla x €

Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla x € v

Funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1 dla x €

b) Dziedzing funkcji g jest przedziat
Y g o Zbiorem warto$ci funkcji g jest przedziat =

),/\ bt Warto$¢ funkcji g dla argumentu x = 3 jest rowna

\/ 1 - X Funkcja g przyjmuje warto$¢ y =-2dlaxe . . .

Miejscami zerowymi funkcji g sg

Najwieksza warto$¢ funkcji g jest rowna

Najmniejsza warto$¢ funkcji g jest rowna

Funkcja g przyjmuje wartosci dodatnie dla x €

Funkcja g przyjmuje wartosci ujemne dla x € v

Funkcja g przyjmuje wartosci wieksze od 1 dla x €

FUNKCJE 51
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CZYTANIE WYKRESOW

3. Funkcje f i g sa okreslone za pomoca wykreséw. Uzupelnij zdania.

y y
/ g
1 X 5
1 X
Dziedzing funkcji f jest Dziedzing funkcji g jest

Zbiorem warto$ci funkcji f jest

Warto$¢ funkcji f dla argumentu x = -3
jest réwna

Funkcja f przyjmuje warto$¢ y = -2 dla

Funkcja f przyjmuje wartosci ujemne
dla x €

Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie
dla x €

Funkcja f przyjmuje warto$ci wieksze
od2dlaxe

Warto$¢ funkcji g dla argumentu x = -3
jest rowna

Funkcja g przyjmuje warto$¢ y = 4 dla

Miejscem zerowym funkcji g jest

Najwieksza warto$¢ funkcji g jest réw-
na

Funkcja g przyjmuje warto$ci ujemne
dla x €

Funkcja g przyjmuje warto$ci dodatnie
dla x

Funkcja g przyjmuje warto$ci wieksze
od2dlaxe

4. Uzupelnij wykres oraz podane obok zdania tak, aby dotyczyly tej samej funkcji.

y

[

52

Liczbie 1 funkcja przyporzadkowuje
wartos¢ 2, a liczbie 0 — wartoS$¢ —1.

Miejscami zerowymi tej funkcji sa czte-
ry liczby: -1, , , .

Dziedzing funkcji jest zbior

<—5;0> U <1;6).

Najmniejszg warto$¢ funkcja przyjmuje
dla argumentu -5, a najwieksza — dla
argumentu 4.

FUNKCJE




CWICZENIA PODSTAWOWE (fragmenty)
Strona 53

5. Na kazdym z ponizszych rysunkéw zaznacz na osi y zbiér wszystkich wartosci,
ktore sg przyjmowane dla argumentow x € <—2;4>, a na osi x zaznacz zbior
argumentow, dla ktorych spelniony jest podany warunek.

Yio , , y y

VT T Y N/

f(x)>0 g(x) <2 h(x) > -2

6. Dorysuj wykres takiej funkcji g, ktéra ma dwa miejsca zerowe i przyjmuje war-
tosci wieksze od wartoSci funkcji f tylko dla argumentéw x € (—3 ; 2).

a) y b) y 9] y

- ‘ ﬂ | - ‘
AR AR RV AN ZER NS

7. Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji f i g. Na jego podstawie podaj argu-
menty, dla ktorych warto$ci funkcji f i g spelniajg podane warunki.

a) Y

f(x)=g(x) dla x =
f(x)>g(x)dlax e

.......... fo=gwdaxef | fe=gxdaxe] |}
f(x) < g(x) dla x

FUNKCJE 53
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MATERIALY DO LEKCJI POSWIECONYCH
MONOTONIGZNOSCI FUNKCJI

W podreczniku przyjeto nastepujace oznaczenia:

zadanie 7-10 } — odsytacz do zadan, ktore proponujemy rozwigza¢ po zapoznaniu
sie z odpowiednim fragmentem teorii

{ . — odsytacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem .
@ — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

@ — zadanie trudne

W zbiorze zadan przyjeto nastepujgce oznaczenia:

12, — zadanie fatwe
12. — zadanie o $rednim poziomie trudnosci

12. — zadanie trudne

A — zadanie z zakresu rozszerzonego
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MONOTONICZNOSC FUNKCJI

| Jeden z wykreséw przedstawia funkcje f spetniajaca ponizszy wa-
runek. Ktory to wykres?

F(=3) <F(=1,5) < f0) < f (1%) < f(2,55)
AL N
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Ponizej przedstawiono fragmenty wykreséw funkcji, ktére wraz ze wzro-
stem argumentoéw przyjmujq coraz wieksze wartosci. O takich funkcjach

moéwimy, ze sa rosnace.

y y | y
/

/

/ d
L~ 3 1
1 1 1
0 1 X 0 1 X 0 1 X

/
_—

CWICZENIE B Dla kazdej z funkcji
przedstawionych na wykresach
powyzej wybierz takie dwa argu-
menty x; i X2, ze x; < X». Ustal, dla
ktoérego z tych argumentéw funk-
cja przyjmuje wieksza wartos$¢.

Funkcje f nazywamy rosnaca,
gdy dla dowolnych argumen-
tOw X1 i x» jest spelniony wa-
runek:

Jesli x; < x2, to f(x1) < f(x2)

CWICZENIE C Jeden z wykreséw z ¢wiczenia A przedstawia funkcje g spelniaja-
ca ponizszy warunek. Ktory to wykres?

9-3)> g-1,5)> g(0) > f (1%) > 9(2,55)

Kolejne rysunki przedstawiaja fragmenty wykreséow funkcji, ktére wraz ze
wzrostem argumentow przyjmuja coraz mniejsze warto$ci. O takich funk-
cjach méwimy, ze sa malejace. Oto przyktady funkcji malejacych:

CWICZENIE D Dla kazdej z funkcji
przedstawionych na powyzszych
wykresach wybierz takie dwa argu-
menty x; i x2, Zze x; < xp. Ustal, dla
ktérego z tych argumentéw funk-
cja przyjmuje wieksza wartos¢.

MONOTONICZNOSC FUNKCI

y y y
~
—
™\
1 1 1
\
0 \y X o 1 \\x o 1 X
- \

Funkcje f nazywamy malejaca,
gdy dla dowolnych argumen-
tOw x; i x» jest spelniony wa-
runek:

Jesli x; < x2, to f(x1) > f(x2)

143
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Ponizej przedstawiono przyklady funkcji, ktére przyjmuja tylko jedna war-
tos¢. Pierwsza z tych funkcji przyjmuje dla kazdego argumentu warto$¢ 3,
a druga — warto$¢ —2. O takich funkcjach méwimy, ze sg stafe.

Y Y

1,,
17 ‘ o 1 X
o 1 X

Narysuj wykres funk-

qji f, ktorej dziedzing jest prze- Funkcje, ktora dla kazdego argu-
dziat (—3;4> i ktéra kazdemu mentu przyjmuje te sama war-
argumentowi przyporzadkowuje tos$¢, nazywamy funkcjq stala.
wartos¢ 2.
zadania 1-2 }
I Y
1,,

f : L ; , ,

Przyjmijmy, ze funkcja przedstawiona powyzej jest okre§lona na zbio-
rze R, a niewidoczne czeSci wykresu to potproste. Funkcja taka nie jest
oczywiScie ani rosnaca, ani malejaca, ani stala, ale o funkcji f mozemy
powiedzie¢, ze jest:

rosngca w przedziale (—oo ;—3>

malejaca w przedziale <—3 ;4>
rosnaca w przedziale <4 ; 8>
stata w przedziale <8 ; 10>

malejaca w przedziale <10 ; +oo)

Uwaga. Chociaz funkcja f ros$nie w przedziale (-o0;-3) oraz w przedziale (4;8),
nie mozemy powiedzieé, ze funkcja ta jest rosnaca w zbiorze (—o0;-3) U (4;8),
gdyz na przyklad dla argumentéw x; = —4 i xp = 5 spelniony jest warunek x; < xp
i jednoczes$nie nieréwnos¢ f(x;) > f(x2).

Jesli podajemy przedzialy, w ktérych funkcja jest rosnaca, przedzialy,
w ktérych jest malejaca, oraz takie, w ktorych jest stala, to méwimy, ze
wyznaczamy przedzialy monotoniczno$ci funkcji. zadania 3-6
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ZESTAW ZADAN

4| 1. Czy ktoras z funkcji przedstawionych za pomoca wykreséw moze by¢ rosnaca,

i

malejaca albo stata?

Y
fi

f.

g\

1

9./9

/N

2. Wsiréd podanych zaleznosci wskaz takie, ktére sa funkcjami rosnacymi.
e Zaleznos$¢ diugosci drogi hamowania od predkos$ci samochodu.

%

e Zalezno$c¢ pola kwadratu od diugosci jego boku.
e Zalezno$¢ diugosci grafitu otéwka od czasu uzywania tego otowka.

3. Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji przedstawionej za pomoca wykresu.

a) Y ) y e) y |
—
1 1 /
1
L X 1 X
\
b) y d) y f) y
~
T~
L X L X
4. Narysuj wykres funkcji, ktéra jednoczeénie spetnia warunki:
e dziedzina funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych,
e funkcja jest stata w przedziale (—oo ;—3> oraz w przedziale <2 ; +oo>,
e funkcja jest rosnaca w przedziale <—3 ; 2>.
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5. Narysuj wykres funkcji, ktéra jednoczeénie spetnia warunki:

e dziedzinag jest zbior (—oo;—2> U <O;+oo),

e funkcja jest rosnaca w przedziale (—oo ;—4>,

e funkcja jest rosnaca w przedziale <3 ; +oo),

e funkcja jest malejaca w przedziale <—4 ; —2>,

e funkcja jest malejaca w przedziale (O ; 3>.

6. W wyscigu wioélarskim na dystansie 2000 m wziely udzial trzy 8-osobowe osady

reprezentujgce uniwersytety z Kamfort, Oksbridz i z Jelitkowa. Wykresy pokazuja,
jak zmieniata sie predko$¢ tych osad na trasie wysScigu.

y Osada z Kamfort w pierwszej fazie wy-
3001 @ Scigu rozpedzala sie, a w drugiej utrzy-
X ® mala stata predkos¢. Zatoga z Oksbridz
2001 szybko uzyskata duza predkos¢, jednak
© wkrotce stracita sity i predkos¢ ich t6dki
1001 znacznie zmalata.

a) Ktére wykresy opisujg predko$¢ osad

z Kamfort i Oksbridz?
2000 x b) Jak zmieniata sie predkos$c¢ osady z Je-

x - droga [m]  y - predkos¢ [ ] litkowa?

MINISPRAWDZIAN

S1. Na ktérym rysunku przedstawiono wykres funkcji malejacej?

A. Y B. y C. y D. Y

¥1_\ i 1 1

(=]
—
bd
o

S2. Ktora z funkcji przedstawionych ponizej speinia warunek: jest rosngca w prze-
dziale <—3 ;—1> i w przedziale <1 ;4> oraz jest malejgca w przedziale <—1 ; 1>?

A Y ; B. Y ; c. Y D. Y L
e s T
f j /ﬂﬁ ﬂ ﬁ/ﬂx{\/jﬂ
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MONOTONICZNOSC FUNKCJI

4. Ktére z funkcji przedstawionych na wykresach sa rosnace, ktére — malejace,
a ktore — state?

@ Y ) Y @) Y
sl /N

X X / \/
e * * /°\ /
N

© Y/ ® y D Y/

_/ O/"

X
X
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55, Okre$l monotonicznosé funkcji podanych za pomoca tabelki lub grafu.

Ve ls|2|alola]s]e

y|-7l-1lofs]a]s]s

RN

y | v2 | v3 [3+v2[6-v3

) _27?1 ! ’ ’ !
6—uv -2 12/ 1w/ 6

50, Okre$l monotoniczno$é funkcji okre$lonej w podany sposob.

a) Kazdej liczbie niedodatniej przyporzadkowujemy kwadrat tej liczby powiekszo-
ny o 4.

b) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowujemy dwukrotno$¢ tej liczby.
¢) Kazdej liczbie dodatniej przyporzadkowujemy jej odwrotnos¢.
d) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowujemy jej wartos¢ bezwzgledna.

e) Kazdej liczbie naturalnej czterocyfrowej przyporzadkowujemy sume cyfr wyste-
pujacych w zapisie tej liczby.

f) Kazdej liczbie naturalnej podzielnej przez 10 przyporzadkowujemy iloczyn cyfr
wystepujacych w zapisie tej liczby.

g) Kazdej liczbie ujemnej przyporzadkowujemy réznice miedzy tq liczba a warto-
$cig bezwzgledna tej liczby.

h) Kazdej liczbie niedodatniej przyporzadkowujemy sume tej liczby i wartosci bez-
wzglednej tej liczby.

57. Odczytaj przedzialy monotonicznos$ci funkcji przedstawionej na wykresie.

a) y Q) Y e) y
N/ / / ’ /

0 X 17\\ , 0 /1 X

o 1 X

y y y
b a n_ S
RGNS

0 \\x / 0 i X 0/]}/ X
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Narysuj wykres funkcji, ktora spelnia podane warunki.
a) Dziedzing jest zbidér liczb rzeczywistych, funkcja jest rosnaca w przedziale
<—oo ;—3>, malejaca w przedziale <—3 ;—1>, stata w przedziale <—1 ; 1> i malejaca
w przedziale (1;+o0).
b) Dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych, funkcja jest malejaca w przedziale
(—oo ;—2>, stala w przedziale <—2;3>, rosngca w przedziale <3;+oo) i wszystkie
wartosci tej funkcji sq ujemne.

¢) Dziedzina funkcji jest zbior <—3 ;4>, zbiorem warto$ci przedziat <—1 ; 3>, funk-
cja jest rosngca w przedziatach <—3 ;—1> oraz <2 ;4>, stala w przedziale <—1;0>,
malejgca w przedziale <0 ; 2>, miejscami zerowymi funkcji sq liczby: -2, 1, 3.

Dopasuj ponizsze wykresy do haset reklamowych pewnych preparatéw na
porost wiosow.

@ ©

ilo$¢ wlosow
ilo$¢ wlosow
ilo$¢ wlosow

Czas czas czas

I. Stosujac nasz preparat, w krotkim czasie zauwazysz gwaltowny przyrost iloSci
wlos6w, a nastepnie ich ilo$¢ ulegnie stabilizacji.

II. Poczatkowo efekty stosowania naszej odzywki sa niewielkie, ale po pewnym
czasie ilo$¢ wlosow gwaltowanie sie zwieksza.

III. Stosujac nasza odzywke, uzyskasz staly przyrost ilosci wlosow.

Wsréd podanych zaleznosci wskaz takie, ktére sa funkcjami malejacymi.
a) Zalezno$¢ wysokosci, na ktérej znajduje sie spadajace cialo, od czasu spadania.

b) Zalezno$¢ iloSci benzyny pozostalej w baku samochodu od przejechanej odle-
glosci (bez tankowania).

¢) Zalezno$¢ drogi pokonanej przez hamujacy pojazd od czasu, ktory uptynal od
poczatku hamowania.

d) Zaleznos¢ ilosci napoju w butelce od ilo$ci wypitego juz napoju z tej butelki.

Wsrod podanych funkcji sq takie, ktore sg rosnace. Ktére to funkcje?
a) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowujemy liczbe o 2 mniejsza.

b) Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy $rednig arytmetyczng wszyst-
kich liczb naturalnych mniejszych od niej.

¢) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowujemy najmniejsza z liczb catkowi-
tych wiekszych od x.

d) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowujemy jej kwadrat.
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ZBIOR ZADAN (fragmenty)

Strona 108
Odczytaj z wykresu przedzialy monotonicznos$ci funkcji.
a) Yo , b) AN , Q) 4
1 It 14
0 i X 0 1 X 0 i X
\

Korzystajac z definicji funkcji rosnacej lub z definicji funkcji malejacej, wy-
kaz, ze:
a) funkcja f(x) =5 — 2x jest malejaca,

b) funkcja f(x) = GZJ jest rosngca,

¢) funkcja f(x) = 5 - x? jest rosnaca dla x <0,

d) funkcja f(x) = % + 2 jest malejaca dla x > 0,

e) funkcja f(x) = x2 - 6x + 5 jest malejaca dla x < 3 i rosnaca dla x > 3,

g) funkcja f(x) = |2x — 3| jest malejaca dla x < % irosnaca dla x >

h) funkcja f(x) =3x - % jest rosnaca w przedziale (0;+oo),

f) funkcja f(x) = —x2 +4x — 1 jest rosnaca dla x < 2 i malejaca dla x > 2,
3
2 b

i) funkcja f(x) = % — x jest malejgca w przedziale (—oo ; 0),

j) funkcja f(x) = T ’_‘X jest rosnaca w przedziale (1 ;+oo),

k) funkcja f(x) = x‘f"z jest malejaca w przedziale (—oo ;—2).

Funkcja f jest rosnaca w przedziale <0;5>. Ktére z ponizszych zdan sg za-
wsze prawdziwe?

I. JeSli a i b sq argumentami z przedzialu <0 ; 5>, to f(a) < f(b).

IL. Jedli f(5) < 0, to funkcja f przyjmuje w przedziale <0 ; 5> tylko wartos$ci ujemne.
IIL. Jesli £(0) <01 f(5) > 0, to funkcja f ma miejsce zerowe w przedziale <0 ; 5>.

IV. Najwieksza warto$¢ w przedziale <0 ; 5> funkcja f przyjmuje dla argumentu 5.

V. Funkcja f ma w przedziale <O ; 5> co najwyzej jedno miejsce zerowe.

Narysuj wykres takiej funkcji, ktérej dziedzina jest zbior <—7;0) v (0 ; 7>, ze
funkcja ta jest rosngca w przedziale <—7 ; 0) i jest rosnaca w przedziale (O ; 7>, ale

nie jest rosngca w zbiorze <—7;0) U (0;7>.

108 FUNKCJE

47



66. a) Na obracajacej sie ze stala pred-
koscia osi zamocowano kawatek karto-
nu o ksztatcie przedstawionym na ry-
sunku. Obracajac sie, karton zakrywa
raz wieksza, a raz mniejszg cze$¢ pro-  100%
stokatnego paska. Wykres przedstawia,
jaka cze$¢ jest w danej chwili zasto-
nieta. Dopasuj zaznaczone na wykresie
chwile ty, t», t3, t4 do przedstawionych 0%

polozen uktadu &), ®), ©, @ .

@) @ © 0
b) Gdyby zmieni¢ ksztalt kawatka kartonu, zmienitby sie rowniez wykres. Ponizej

narysowano Kkartony o czterech réznych ksztattach. Dopasuj do kazdego z nich
odpowiedni wykres.

lOO%I IOOAI 100/ T 100%
— 0%

¢) Naszkicuj wykres funkcji opisujacej,
jaka cze$¢ prostokata zastania obraca-
jaca sie (ze stalag predkoscig) tarcza
przedstawiona na rysunku obok.
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Strona 110

67. Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji f i g. Okre$l przedziaty monoto-
nicznosci funkcji r i s, gdzie r(x) = f(x) — g(x) oraz s(x)=f(x)+ g(x).

a) XY b) y
/\_f{ f
14 1 /
N i 9. ’ ! g :
68 Wyobraz sobie, ze koniec olowka y

ustawiamy w poczatku uktadu wspol-
rzednych i zaczynamy rysowac¢ kwadrat
tak, jak na rysunku obok. Oznaczmy -~
przez d dtugos¢ juz narysowanej kres- 1+
ki. Funkcje f(d), g(d) i h(d) okreSla-
my jako odlegtos¢ konca oldéwka od
punktéw odpowiednio A, B i C w mo-
mencie, gdy kreska ma diugos¢ d. Wy-
znacz przedzialy monotonicznosci kaz-
dej z tych funkcji.

110 FUNKCJE
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MONOTONICZNOSC FUNKCJI

1. Wpisz znaki: <, > lub =.

a) Funkcja f jest rosnaca.

f@_ . f6) f(=37)....f@) f(42) . f@35)
b) Funkcja g jest malejaca.

9(7).....9(10) 9(=23) . g(5) g(=33) ... g(-58)
¢) Funkcja h jest stala.

h(6) . h(9) h(-15) _ h(10) h(27)  h(98)

2. Zaznacz na osi x kolorem niebieskim te argumenty, dla ktérych funkcje f, g, h
i k przedstawione na wykresach sa rosnace, kolorem szarym — te argumenty, dla
ktérych funkcje f, g, h i k sq malejace. Nastepnie uzupeinij ponizsze zdania.

y y
| —
i\ : i/
1 X | X
f
Funkcja f jest: Funkcja g jest:
rosnqca w przedziale ( ,,,,,,, R >, malejqca w przedziale ,
malejgca w przedziale < ....... N >, rosnqca w przedziale ,
stata w przedziale < ....... R > stata w przedziale
y y
=
/ 1 1
\
1/ X ] X
h k> ~o
Funkcja h jest: Funkcja k jest:
..................... w przedziale <3 ;+°°), malejgca w przedziatach
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, w przedzialach .....oraz ...,
............. oraz ... rosnqca w przedziale ...
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3. Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji przedstawionej na wykresie.

S ¢ y [ ) 4

Fin e

Funkcja f jest rosnaca

Funkcja g jest

4. Dziedzina opisanej funkcji jest przedzial <—7; 7>, a zaznaczone punkty nalezg

do jej wykresu. Uzupelnij wykres funkcji tak, by spetniata podane warunki.

a) Funkcja jest malejagca w przedziale b) Funkcja jest rosnaca w przedziale

<—7;—3> i rosnagca w przedziale <—3;7>. <—7; 1>, malejaca w przedziale <1 ;4>
i stata w przedziale <4 ; 7>.

¢) Funkcja jest rosngca w przedziale d) Funkcja jest rosngca w przedziatach
<—7;—2>, stala w przedziale <—2;2> <—7;—4> oraz <0; 5>, stala w przedziale

i rosnaca w przedziale <2 ; 7>. <—4 ; O>, malejaca w przedziale <5 ; 7>.

-y

y
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Pojecie funkgji

str. 1/2
{ Zestaw zadan grupa A
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data
. Ponizej podano przyklady przyporzadkowan. Funkcja nie jest przyporzadkowanie:
A. C. Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy reszte z dzie-

lenia jej przez 3.

. Funkcja, ktorej dziedzing jest zbior {—3,—1,0, 1, 3}, jest okre§lona za pomoca tabeli.
x|-3]1]o]1]3
vlof2[4]2]0

Ktore z ponizszych stwierdzen jest falszywe?

A. Dla argumentu 0 funkcja f przyjmuje wartos¢ 4.

B. Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla dwoch argumentow.
C. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

D. Dla argumentéw ujemnych funkcja f przyjmuje warto$ci ujemne.

. Funkcja f kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe jej naturalnych dzielnikow pomniejszona
o 1. Ile wynosi f(36)?

A. 15 B. 8 C.9 D. 6

. Funkcja f kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowuje szescian tej liczby powiekszony o 8. Ktore
z ponizszych zdan jest prawdziwe?

A. Funkcja f przyjmuje warto$ci niedodatnie wylacznie dla x < —2.

B. Funkcja f przyjmuje warto$ci ujemne wylacznie dla x < —2.

C. Funkcja f przyjmuje wartos$ci dodatnie wylacznie dla x > 2.

D. Funkcja f przyjmuje wylacznie warto$ci dodatnie.

. Funkcje f przedstawiono za pomoca tabeli:
x| 7 | 25| B | 3 | s
fo | 2m-628| 2/2-3 [-48-/65)| o |20@-/5

Zbior wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje warto$ci nieujemne, to:

A. {271 — 6,28; —4(8 — 1/65;0} B. {—7;+/3—1;3} C. {-=7;-2,5;3} D. {-7;/3 -1}

. Funkcja jest okre$lona za pomoca tabelki podanej obok.

Warto$¢ tej funkcji dla argumentu 2 wynosi: X 2|1 0 ! 2

y |1 2 1 2 | 4

A 4 B. 2 C. -1 D.1
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Pojecie funkgji

grupa A str. 2/2

7. Funkcja f jest okreslona w zbiorze liczb catkowitych w nastepujacy sposob: jezeli odlegtos¢ liczby k
na osi liczbowej od liczby 5 jest wieksza od 7 jednostek, to liczbie k przyporzadkowujemy warto$¢ k2,
w przeciwnym wypadku — przyporzadkowujemy warto$¢ (—k). Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje
wartos$ci ujemne?

A. dla pietnastu B. dla trzynastu C. dla nieskonczenie wielu D. dla dwunastu
8. Na podstawie wykresu funkcji f uzupehij tabele. Y
x | =2 0 e .
-1 0 o1 .
1. X

9. Funkcja f jest okre$lona za pomoca tabelki:

‘ x<-3 ‘ x=-3 ‘—3<x<—l -1<x<0| x>0

| |
fol 4 | s | 2 | o |4

Podaj wartosci: f(—1,5), f(—=3), f(0), f(—=94), f(3), f(—1).

- Funkcja f jest okreslona w nastepujacy sposob: f (—%) = —%, a kazdej liczbie x + —% funkcja przypo-
. L. . 1\ .
rzadkowuje mniejsza z liczb (—§> ix.

a) Podaj wartosci f (—%) f(=/2).
b) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje warto$¢ —1, a dla jakiego — wartos$¢ (—13)?




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Pojecie funkgji

str. 1/2
{ Zestaw zadan grupa B
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data
. Ponizej podano przyklady przyporzadkowan. Funkcja nie jest przyporzadkowanie:
A. C. Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy wszystkie jej

x|-2]-1]0]1]2 dzielniki.
4

. Funkcja, ktorej dziedzing jest zbior {—6,—1,0, 2,5}, jest okre§lona za pomoca tabeli.
x|-6]1|o]2]s
yl7]o]3]0o]7

Ktore z ponizszych stwierdzen jest falszywe?

A. Dla argumentu 0 funkcja f przyjmuje wartos¢ —3.
B. Funkcja f przyjmuje warto$ci ujemne dla jednego argumentu.
C. Funkcja f ma trzy miejsca zerowe.

D. Dla argumentoéw ujemnych funkcja f przyjmuje warto$ci nieujemne.

. Funkcja f kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe jej naturalnych dzielnikéw pomniejszona
o 1. Ile wynosi f(24)?

A.8 B. 15 C.7 D.6

. Funkcja f kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowuje szesScian tej liczby pomniejszony o 8. Ktore
z ponizszych zdan jest prawdziwe?

A. Funkcja f przyjmuje wylacznie warto$ci ujemne.

B. Funkcja f przyjmuje warto$ci niedodatnie wylacznie dla x < 2.

C. Funkcja f przyjmuje warto$ci dodatnie wylacznie dla x > —2.

D. Funkcja f przyjmuje wartosci ujemne wylacznie dla x < 2.

. Funkcje f przedstawiono za pomoca tabeli:
x| 6 | 52| 1 | 3 | 8
fo (1703 628-21| 0 | 2/3-4 | -5(7-450)

Zbior wszystkich argumentow, dla ktérych funkcja przyjmuje warto$ci niedodatnie, to:

A. {6,28 — 211;0;2+/3 — 4} B. {+/5—2;3} C. {/5-2;1;3} D. {~/5—2;3;8}

. Funkcja jest okre$lona za pomoca tabelki podanej obok.

Wartos$¢ tej funkcji dla argumentu 2 wynosi: x | 2|t o ! 2

y | 2 1|2 |3 |1

Al B. -2 C.0 D.3
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Pojecie funkgji

grupa B str. 2/2

7. Funkcja f jest okreslona w zbiorze liczb catkowitych w nastepujacy sposob: jezeli odlegtos¢ liczby k
na osi liczbowej od liczby 6 jest wieksza od 8 jednostek, to liczbie k przyporzadkowujemy warto$¢ k?,
w przeciwnym wypadku — przyporzadkowujemy wartos¢ (—k). Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje
wartos$ci ujemne?

A. dla czternastu B. dla siedemnastu C. dla nieskonczenie wielu D. dla pietnastu
8. Na podstawie wykresu funkcji f uzupeknij tabele. Y
x | —1 0 : ¢
-3 3 e
1 X

9. Funkcja f jest okreslona za pomoca tabelki:
‘ x<1 ‘ 1sx<2‘ 2<x<3‘ x=3 ‘ x>3

fo] s | 3 [ 1 | o | 2

Podaj wartos$ci: f(—3), £(0), f(1), f(3), £(72), f(1,5).

- Funkcja f jest okreslona w nastepujacy sposob: f (%) = %, a kazdej liczbie x # % funkcja przyporzad-
kowuje mniejsza z liczb % ix.
a) Podaj wartosci f (%) F/3).
b) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje wartosc¢ 0, a dla jakiego — warto$¢ (—15)?




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Czytanie wykresow

Zestaw zadan grupa A

imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data

1. Dla jakich argumentow przedstawiona na wykresie ¥
funkcja przyjmuje warto$¢ 3? 8 : N

A.dlax € {2,5} ' ' \/
B.dla x € {—4,2,5} \ /1
C.dlax € {—4,-1,2,5)

D. dla x € (2:5) \/ 1 X

2. Obok przedstawiono wykres funkcji g. Zbior wartosci y
tej funkcji mozna przedstawi¢ w postaci:
A. (—3;3) C. (—00;3)

B. (—3;3) D. (—3;0) U (0;3) E\/.
- B 1,,

3. Narysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji f.

a) Jakie wartosci przyjmuje funkcja f dla argumentow x = —2ix = 1?

b) Podaj argumenty, dla ktorych warto$¢ funkcji jest réwna 2.

c) Podajwspélrzedne punktoéw przeciecia wykresu z osiami uktadu wspot-
rzednych.

d) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza warto$¢ przyjmuje ta funkcja?
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Czytanie wykreséw

grupa A str. 2/2

4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.
a) Odczytaj f(—-3), f(0).
b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje war-
tos¢ —1, a dla jakich — warto$c¢ 5?
¢) Dlailu argumentéw funkcja f przyjmuje wartos¢ 3?

5. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. [ O
a) Jaka jest dziedzina funkcji f?
b) Jaki jest zbior wartosci funkcji f? /\
o ) 1+
¢) Ile miejsc zerowych ma ta funkcja?

6. Narysunku przedstawiono wykres funkcji f. Funkcje g okre§lamy nastepujaco: g(n) = (n + 1) - f(n)
dla kazdej liczby catkowitej n.

Oblicz wartosci: g(—3), g(0), g(—1), g(2).




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Czytanie wykresow

Zestaw zadan
N

imie i nazwisko Ip. w dzienniku

1. Dla jakich argumentow przedstawiona na wykresie
funkcja przyjmuje warto$¢ —37?
A.dla x € {-5,-2,3}
B.dla x € {—2,3}
C.dlax € {-5,2,1,3}

D.dlax € (—2;3)

2. Obok przedstawiono wykres funkcji g. Zbior wartosci

tej funkcji mozna przedstawi¢ w postaci: = rememsoosoooooo

A. (=5;+) C. (=5;5)
B. (—6;4) D. (=5-1) U (-1;5)

3. Narysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji f.
a) Jakie wartosci przyjmuje funkcja f dla argumentow x = —3ix =1?
b) Podaj argumenty, dla ktérych wartos¢ funkcji jest rowna 2.

¢) Podajwspolrzedne punktow przeciecia wykresu z osiami uktadu wspot-
rzednych.

d) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza warto$¢ przyjmuje ta funkcja?
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KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Czytanie wykreséw

grupa B str. 2/2

4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. y
a) Odczytaj f(—2), f(4).
b) Dla jakich argumentoéw funkcja f przyjmuje war-
to$¢ 4, a dla jakich — warto$¢ —17?
¢) Dlailu argumentow funkcja f przyjmuje warto$c 2?

/
i X
5. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. %
a) Jaka jest dziedzina funkcji f?
b) Jaki jest zbior wartosci funkcji f? /\ f
. . 1
¢) Ile miejsc zerowych ma ta funkcja? \ /

6. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Funkcje g okre§lamy nastepujaco: g(n) = 3n - f(n)
dla kazdej liczby calkowitej n.

Y

Oblicz wartosci: g(—4), g(—2), g(0), g(1).




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Monotonicznosc funkgji

str. 1/2
AX Zestaw zadan grupa A
P et teeeeeereeeeeeeeeeeeeaeeeeeeeeeeaeeeeeeeaeeeeereseeeeseseesaeaesetens sessesasesss Tietsrsassseesess sesseiesseeessees
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data
1. Funkcja f, ktorej wykres przedstawiono obok, jest funkcja: v
f
A. rosnaca C. malejaca ]

B. stala D. Nie mozna tego okresli¢. r\
1 X

2. Jakie sg maksymalne przedzialy, w ktorych przedstawiona na wykresie funkcja f rosnie?

Y
B 1,, 4
1 X
A. (—3;3) oraz (4;+) B. (—5;—3) oraz (3;4) C. (—3;3) oraz (4;6) D. (0;6)

3. Funkcja f jest okreslona za pomoca wykresu. Ktore z ponizszych stwierdzen jest falszywe?
Y

SESE

f
A. f(=2,8) < f(2,1) C. Funkcja f jest rosnaca w przedziale (—4; —2).
B. f(x)>0 dla x €(—3;2)U {—6} D. f(—4) = f(3)

4. Przyjrzyj sie wykresowi funkcji f. Podaj mozliwie najdluzszy przedziat, w ktéorym funkcja f jest malejaca.
Y

NI
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grupa A str. 2/2

5. Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji przedstawionej na wykresie.
y

6. Przyjrzyj sie wykresowi funkcji przedstawionemu na rysunku i ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

y
1
L X
/
Funkcja jest rosnaca dla x < —6 oraz dla x > 5. [ JTAK [ ] NIE
W przedziale (—4;2) funkcja jest stala. [ JTAK [ ] NIE
W przedziale (4;7) funkcja jest malejaca. [ JTAK [ ] NIE
W przedziale (—o0;—6) funkcja jest malejaca. [ JTAK [ ]NIE
W przedziale (—2;2) funkcja jest stala. D TAK D NIE




KOMPOZYTOR KLASOWEK | KART PRACY
Karta pracy do tematu Monotonicznosc funkgji

str. 1/2
{ Zestaw zadan grupa B
imie i nazwisko Ip. w dzienniku klasa data
1. Funkcja f, ktorej wykres przedstawiono obok, jest funkcja: y
f
A. rosnaca C. stala
1
B. malejaca D. Nie mozna tego okreslic. : ~

2. Jakie sa maksymalne przedzialy, w ktorych przedstawiona na wykresie funkcja f maleje?
¥

A. (—5;—3) oraz (3;4) B. (—3;3) oraz (4;6) C. (—o0;—3) oraz (3;4) D. (—4;-0)

3. Funkcja f jest okreslona za pomoca wykresu. Ktore z ponizszych stwierdzen jest falszywe?
y

A. f(=5,9) < f(=2,9)

B. f(x) <0 dla x € (—6;-3)U (2;4)

C. Funkcja f jest malejaca w przedzialach (—6; —4) oraz (1;4).
D. f(—=2) = f(2)

4. Przyjrzyj sie wykresowi funkcji f. Podaj mozliwie najdhuzszy przedzial, w ktorym funkcja f jest malejaca.
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grupa B str. 2/2

5. Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji przedstawionej na wykresie.
Y

6. Przyjrzyj sie wykresowi funkcji przedstawionemu na rysunku i ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

y
\
1
] X

W przedziale (1;7) funkcja jest stata. [ ]JTAK [ | NIE
Funkcja jest rosnaca dla x < —7. [ ]JTAK [ | NIE
W przedziale {(—3;7) funkcja jest stala. [ JTAK [ | NIE
W przedziale (—oo; —5) funkcja jest malejaca. [ JTAK [ | NIE
W przedziale (7;12) funkcja jest malejaca. [ JTAK [ | NIE
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MATERIALY DODATKOWE ZACZERPNIETE
/ BEZPt ATNEJ OBUDOWY DYDAKTYCZNEJ
M+, DO WYKORZYSTANIA PRZY REALIZA-
CJI DZIALU FUNKCJE




ZNAJDZ BtAD
FUNKCJE

Zadanie 1. Na rysunku obok przedstawiono wykres y

pewnej funkcji. Michat podal kilka wtasnosci tej /

funkcji. Ktére z obserwacji Michata sa biedne?

A. Dziedzing funkcji jest przedziat (-3;9).

B. Zbiorem wartosci funkcji jest przedzial (-6;2). 1

C. Wszystkie miejsca zerowe funkcji sa dodatnie. /1 X

D.Mozna znalez¢ trzy réozne argumenty, dla kto-

rych funkcja przyjmuje takie same wartoSci.

E. Najwieksza warto$ciag funkcji jest y = 2.

F. Funkcja maleje dla dodatnich argumentéw.

G. Funkcja przyjmuje warto$ci ujemne dla ujem- /

nych argumentéw.
H. Warto$¢ y = 2 jest jedyna, ktorag funkcja przyjmuje tylko dla dwoch argumentow.

Zadanie 2. Wiadomo, ze funkcja y = f(x) jest malejaca, a jej dziedzing jest zbiér liczb
rzeczywistych. Piecioro uczniow zapisato po jednym wniosku wynikajacym z tej wlasnosci.
Tylko jeden z tych wnioskéw jest prawdziwy. Ktéry? Wyjasnij, na czym polegaja bledy
w pozostalych wnioskach.

Kamil: Funkcja f na pewno przyjmuje tylko warto$ci ujemne.

Lidka: Dla dowolnego przedzialu (a;b) zachodzi nieréwno$c¢ f(a) > f(b).
Mateusz: Funkcja f musi mie¢ jedno miejsce zerowe.

Natalia: f(98)> f(673)

Olek: Na pewno istnieje argument, dla ktorego wartos¢ funkcji f jest rowna —100.




ZNAJDZ BtAD
Zestaw zadan

Zadanie 3. Trzej chtopcy ttumacza, jak znalezli wspoirzedne punktu, w ktérym wykres
funkcji f(x) = 4x+5 przecina 0§ x. Znajdz btedy w ich rozumowaniach. Przedstaw popraw-
ne rozwiazanie.

Roman: Wykres funkcji f(x) =4x +5 przecina o$ y w punkcie (0,5), a wiec 0§ X przecina
w punkcie (4, 0).

Szymon: Miejsce zerowe mozna znalez¢, rozwigzujac rownanie 0 = 4x+ 5, a wiec jest nim

X = %. Wynika stad, ze wykres funkcji f przecina 0§ x w punkcie (%, 0).

Tomasz: f(-1,25) =0, wiec wykres funkcji f przecina 0§ x w punkcie (0,-1,25).

Zadanie 4. Ktore z ponizszych zdan sa fatszywe? Uzasadnij swoja odpowiedz.

A. Oba wspoélczynniki we wzorze funkcji f(x) = -2x — 5 sa ujemne, wiec funkcja ta przyj-
muje wartosci ujemne dla wszystkich argumentéw.

B. Funkcja f(x) = %x + 3 jest rosnaca, a wiec funkcja g(x) = 2x — 3 jest malejaca.

C. Funkcje f(x)=3x+4 i g(x) =4x+ 3 maja to samo miejsce zerowe.

D. Wykresy funkcji f(x) = -8x—-4 i g(x) = -2x —4 przecinaja sie w punkcie lezagcym na
osi y.

E. Funkcja f(x) = -6x +9 dla argumentéw wiekszych od 1 przyjmuje wartosci wieksze
od 3.

67



68

EKSPERYMENTARIUM Z PLUSEM

lle jeste$my w stanie trwale zapamigtac? Raptem jedng dziesiatg tego,
co przeczytalismy. Pofowe tego, co widzielismy lub styszelismy. | niemal wszystko,
bo az 90% tego, co sami zrobilismy...

Eksperymentarium z plusem to seria interaktywnych animacji — tu sie mnozy, buduije,
a nawet strzela, czyli po prostu dziafa i uczy.

Wiadomosci z dziatu Funkcje fatwiej zrozumiec, korzystajgc z animagji:
Wykresy prostych, Nachylenie. Przeciecie z osig i Prosta regresji.

Znajdziesz je na eksperymentarium.gwo.pl.

asowanla J [ Temperatura (‘C) w funkcjiliczby oykniet swierszeza | v ) (@) [ (& wojania

B y=af+bx+c

y=1.00:2+ 0.0x+ 0.0
a b ¢

DT D+ u+
o]

Jednomian Y

Temperatura ("C)

Liczba cyknigé $wierszcza w ciagu 15 sekund

Regresja (najmniejsze kwadraty)

Radanie

Wykresy prostych




FUNKCIE
Test ze Strefy ucznia

Zadanie 1
Ktdre z ponizszych przyporzadkowan nie jest funkcjg?

-
! ‘5‘1"."--.-" A
VoI

| * " |
'\ 1/
_— oy

x|-1|0 |2 5
fixy| =1 | 2 3 4

Kazdej liczbie naturalnej przy porzadkowano cyfre dziesigtek tej liczby.
Y

=1

Zadanie 2
Dziedzing funkcji przedstawionej na rysunku ponizej jest zbior:

Y

)

<—4;—-2U<—1;4)U<5;7)
<—4;7)

(—2:6)

<—2;6)

Zadanie 3

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f . Ktére zdanie jest prawdziwe?

Funkcja f maleje w przedziale <{—4;0>> oraz <5;7>.
Dziedzing funkcji f jest zbidor <<—2;4> .

Funkcja f jest stata w przedziale <{—2;92> .

Funkcja f roénie w przedziale < 2;52> .

Zadanie 4

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f . Ktore zdanie jest fatszywe?

Réznica pomiedzy najwieksza a najmniejszg wartoscig funkcji f jest réwna 6.
Wartosci funkcji f nalezg do zbioru <—2;42> .

Funkcja f przyjmuje wartoé¢ —2 doktadnie dla dwdch argumentdw.
Najwiekszg wartos¢ funkcja f przyjmuje dla argumentu —4 .
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Zadanie 5

Funkcja finowa przechodzaca przez punkty €' =(0,—2) i D=(1,—2%) ma wzér:
] y:l%z-ﬁ-ﬂ

] y:l%z—z

D y:—l%r—ﬂ

] y:—l%'_r-i-z

Zadanie 6

Funkcja finiowa, ktdrej wykres przechodzi przez punkt 4 =(—22) ijest réwnokegly do wykresu funkcji y =—3r+1, ma wzér:
 y=—3=-1f

- y=$-1f

 y=—g=+ld

y=yH

Zadanie 7

Dla jakich argumentow wartosci funkcji h(-_r):—%-_r—l sg niedodatnie?
da 2>-3

 da z<—3

. daz>-3

. daz<-3

Zadanie 8
Podane w ponizszej tabeli wielkosci sg wprost proporcjonaline. Zatem "a" wynosi:
x|3
(A E

42
%
o uj
9

Zadanie 9
Ponizszy wykres przedstawia zalezno$¢ miedzy dtugosciami przyprostokatnych = i ¥ trojkata prostokatnego o pewnym polu P . Ktére zdanie jest
fatszywe?

i

[

k"

|| Zaleznos¢ pomiedzy T i ¥ mozna opisaC wzorem Ty =4 .
| Dla =2 tréjkat jest réwnoramienny.

| Wiekosci x i ¥ sq odwrotnie proporcjonalne.

| Poke tego tréjkata wynosi 4.

Zadanie 10
Funkcja f opisuje zalezno$¢ pomiedzy wielkosciami wprost proporcjonalnymi, a jej wykres przechodzi przez punkt (32,1). Ktory z ponizszych wzoréw
opisuje funkcje f ?

/0




MADRE PROJEKTY
Praca badawcza Prosta regresji

PROSTA REGRESJI

Matematycy czesto pomagajq specjalistom z innych dziedzin. Bywa, ze oczekuje
sie od nich, by na podstawie zebranych danych znalezZli zalezno$¢ miedzy dwie-
ma wielko$ciami. Mogg wowczas postuzy¢ sie tzw. metodg regresji. Oto przykiad
zastosowania tej metody.

Tabelka pokazuje, jak zmienial sie rekord $wiata w biegu na 1000 m kobiet.

Rekordzistka Rok miCnZ:aSSek %Sls Rekordzistka Rok nﬂ(;f:assek (I‘,;j}las
E. Trickey (W.Brytania) | 1924 | 3:08.2 | 3,14 || V. Mukhanova (ZSRR) 1966 | 2:43.3 | 2,72
L. Radke (Niemcy) 1930 | 3:06.6 | 3,11 || W. Pohland (NRD) 1969 | 2:42.1 | 2,70
G. Lunn (W. Brytania) 1931 | 3:04.4 | 3,07 || R. Kleinau (NRD) 1971 | 2:38.8 | 2,65
7. Kubkova (Czechost.) | 1933 | 3:03.0 | 3,05 | G. Hoffmeister (NRD) 1972 | 2:35.9 | 2,60
S. Walasiewicz (Polska) | 1933 | 3:02.5 | 3,04 || K. Krebs (NRD) 1974 | 2:35.0 | 2,58
G. Lunn (W. Brytania) 1934 | 3:00.6 | 3,01 || N. Shtereva (Butgaria) 1976 | 2:33.8 | 2,56
Y. Vasilyeva (ZSRR) 1936 | 2:58.4 | 2,97 || T. Sorokina (ZSRR) 1976 | 2:32.8 | 2,55
Y. Vasilyeva (ZSRR) 1940 | 2:58.1 | 2,97 | U. Bruns (NRD) 1978 | 2:32.0 | 2,53
V. Andreyeva (ZSRR) 1940 | 2:57.1 | 2,95 || T. Providokhina (ZSRR) | 1978 | 2:30.6 | 2,51
Y. Vasilyeva (ZSRR) 1943 | 2:56.9 | 2,95 || C. Wachtel (NRD) 1990 | 2:30.67 | 2,51
Y. Vasilyeva (ZSRR) 1944 | 2:52.6 | 2,88 || M. Mutola (Mozambik) | 1995 | 2:29.34 | 2,49
E. Buda (Rumunia) 1956 | 2:50.2 | 2,84 | S. Masterkova (Rosja) 1996 | 2:28.98 | 2,48

Rok i odpowiadajacy mu czas (w minutach) tworza pare liczb, ktéra mozna potrak-
towac jako wspolrzedne punktu. Na przykitad w roku 1924 rekord Swiata wynosit
3,14 minuty i tej parze danych odpowiada punkt o wspoirzednych (1924, 3,14).
Punkty zaznaczone na ponizszym rysunku odpowiadajg danym z tabelki. Mozna
zaobserwowad, ze punkty te uktadaja sie wzdluz linii prostej. Na rysunku zazna-
czono taka prosta, ktéra wydaje sie leze¢ najblizej tych punktow.

[min] e g
czas MR .
o0
1
[rok]
1920 2000

Uwaga. Istniejq skomplikowane metody, ktore pozwalaja ustali¢ potozenie prostej przebie-
gajacej jak najblizej zaznaczonych punktéw. (Prosta otrzymana w ten sposOb nazywana
jest prosta regresji). W tej pracy badawczej nie trzeba sie postugiwa¢ tymi metodami,
wystarczy rysowac prostg ,na oko”.

PROSTA REGRESJI — FUNKCJE 1
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MADRE PROJEKTY

Praca badawcza Prosta regresji

1. Wybierz dwa dowolne punkty, ktére leza na narysowanej prostej i ustal ich
wspolrzedne. Znajdz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez te dwa

punkty.

2. Postugujac sie otrzymanym wzorem, mozna prognozowacd, jakie wyniki beda
osiggaly w przyszioSci rekordzistki Swiata w biegu na 1000 m. Jakiego rekordu
Swiata w biegu kobiet na 1000 m mozna sie spodziewa¢ w roku 2030? W ktoérym
roku mozna sie spodziewac¢ rekordu ponizej 2 minut?

3. W ponizszej tabeli podano wyniki rekordzistéw $wiata w biegu na 1000 m mez-
czyzn. Wyraz te wyniki w minutach, znajdz prosta regresji, sprobuj opisac, jak beda
zmienialy sie w przysztosci wyniki rekordzistow $wiata w biegu na 1000 m.

Rekordzista Rok m%:assek Rekordzista Rok mjcnzflssek
E. Lunghi (Wtochy) 1908 2:31.0 A. Boysen (Norwegia) 1954 2:19.5
S. Lundgren (Szwecja) 1918 2:31.0 A. Boysen (Norwegia) 1955 2:19.0
A. Bolin (Szwecja) 1918 2:29.1 I. Rozsavolgyi (Wegry) 1955 2:19.0
S. Lundgren (Szwecja) 1922 2:28.6 D. Waern (Szwecja) 1958 2:18.1
G. Baraton (Francja) 1926 2:27.2 D. Waern (Szwecja) 1959 2:18.0
S. Martin (Francja) 1926 2:26.8 D. Waern (Szwecja) 1959 2:17.8
0. Peltzer (Niemcy) 1927 2:25.8 S. Valentin (NRD) 1960 2:16.7
J. Ladoumegue (Francja) 1930 2:23.6 | P. Snell (Nowa Zelandia) 1964 2:16.6
R. Harbig (Niemcy) 1941 2:21.5 J. May (NRD) 1965 2:16.2
R. Gustafsson (Szwecja) 1946 2:21.4 | E Kemper (REN) 1966 2:16.2
M. Hansenne (Francja) 1948 2:21.4 D. Malan (RPA) 1973 2:16.0
0. Aberg (Szwecja) 1952 2:21.3 | R. Wohlhuter (USA) 1974 2:13.9
S. Jungwirth (Czechost.) 1952 2:21.2 S. Coe (W.Brytania) 1980 | 2:13.40
M. Whitfield (USA) 1953 2:20.8 | S. Coe (W.Brytania) 1981 | 2:12.18
A. Boysen (Norwegia) 1953 2:20.4 | N. Ngeny (Kenia) 1999 | 2:11.96

Co dalej?

Zbierz dane dotyczace wzrostu
i rozpieto$ci ramion co najmniej
dwudziestu o0s6éb. Korzystajac
z metody regresji, znajdz zalez-
no$¢ miedzy tymi wielkoSciami.

Uwaga. JeSli masz kalkulator gra-
ficzny (lub komputer z odpowied-
nim oprogramowaniem), to postu-
gujac sie nim, mozesz tatwo otrzy-
mac¢ wzoér odpowiedniej funkcji.

PROSTA REGRESJI — FUNKCJE



Multipodreczniki dla klas 11 2
— zakresy podstawowy i rozszerzony

Dopasowane do umiejetnosci uczniow

po 8-klasowej szkole podstawowej?

Ksztatcg umiejetnos¢ budowania & -
modeli? Dawkujg wiadomosci '
w fatwo przyswajalnych
porcjach?

Sprawdz.

Twoj kod dostepu:
MASZ-NOWY-PODR

1. Wejdz na www.wpiszkod.gwo.pl.

2. Zalogu;j sie lub najpierw zarejestruj, jesli nigdy
wczesniej nie rejestrowatas/es sie na www.gwo.pl.

3. Wpisz kod. Wpisujesz go tylko raz, potem przegla-
dasz podreczniki, logujac sie na www.gwo.pl
(panel ,Moje GWO, zakfadka ,Multipodreczniki”).

Ksigzki mozesz przegladac przez 30 dni od pierwszego uruchomienia.
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@ MatNau!

Interaktywne zadania
z matematyki dla liceum i technikum

Poznaj program online,
ktéry utatwi Twoim uczniom:

* samodzielne opanowanie podstawowych umiejetnosci matematycznych,
* przygotowanie sie do klasowek,

* poprawienie ocen.

- ® o 2 i

ponad 640 filmy i komentarze na komputer idealna pomoc
interaktywnych zadan z rozwigzaniami i tablice interaktywna podczas zaje¢ w klasie,
ze zmiennymi danymi krok po kroku a takze lekcji zdalnych

Chcesz bezptatnie wyprébowaé MatNau!
ze swoimi uczniami?

Napisz do nas na kontakt@gwo.pl.

Wiecej informacji o programie na matnau.gwo.pl.



Dobry wynik na maturze?
Z nimi to pewne.

Arkusze maturalne

Ksigzka pomaga skutecznie powtdrzy¢ materiat

z matematyki i dobrze przygotowac sie do matury.
Dzieki publikacji uczniowie zapoznajg sie z for-
mutg arkusza egzaminacyjnego oraz sprawdzg
stopien opanowania wszystkich wymaga-

nych wiadomosci i umiejetnosci.

.a./ mATURA

Z matematyki

IN g
mk‘“Rh . REPETYTORIUM

z matematyki

- PRNSEN
e T ST

corad

2o | AmomErEPOd SO MEZ - S

- Arkusze

Zakres podstawowy
i rozszerzony

darich:,
Wy dzfv ;nskn:

DSWiazowe

Repetytorium

Powtorka prowadzona wedtug dziatdw matema-
tyki. Ksigzka zawiera niezbedng teorie oraz zada-
nia typu egzaminacyjnego, a przy kazdym z nich
odnosnik do wymagania szczegdtowego, ktérego
znajomosc sprawdza zadanie. Dzieki temu mozna
na biezgco kontrolowac opanowanie zagadnien.

Znajdziesz je na ksiegarnia.gwo.pl.



ZAPROS NAS DO SWOJEJ SZKOLY

Skontaktuj sie z najblizszym koordynatorem, ktory w szczegdtach przedstawi naszg oferte.

woj. dolnoslaskie

Ewa Chmielowska

tel. 693 090 039, e-mail: echmielowska@gwo.pl
Grzegorz Kalferszt

tel. 607 524 800, e-mail: gkalferszt@gwo.pl
Justyna Rejter

tel. 601 330 630, e-mail: jrejter@gwo.pl

Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. kujawsko-pomorskie

Lena Czygier

tel. 601 690 901, e-mail: Iczygier@gwo.pl
Izabela Wisetka

tel. 601 691 868, e-mail: iwiselka@gwo.pl

woj. lubelskie

Marta Jonasz

tel. 601 990 618, e-mail: mjonasz@gwo.pl
Aleksandra Szymaniak

tel. 601 990 328, e-mail: aszymaniak@gwo.pl

woj. lubuskie

Magdalena Wojcik

tel. 601 578 129, e-mail: mwojcik@gwo.pl
Natalia Zwolinska

tel. 605 350 010, e-mail: nzwolinska@gwo.pl

woj. tédzkie

Piotr Chlebosz

tel. 601 990 774, e-mail: pchlebosz@gwo.pl
Maciej Ignaczak

tel. 605 135 957, e-mail: mignaczak@gwo.pl
Michat Kodtubanski

tel. 601 556 053, e-mail: mkodlubanski@gwo.pl
Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. mafopolskie

Magdalena Brzazgacz-Wichrowska

tel. 601 250 058, e-mail: mbrzazgacz@gwo.pl
Stawomir Buczynski

tel. 601 577 752, e-mail: sbuczynski@gwo.pl
Joanna Chronowska-Nycek

tel. 601 990 204, e-mail: jnycek@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. mazowieckie

Jolanta Klawe-Guzek

tel. 601 990 280, e-mail: jguzek@gwo.pl
Agnieszka Majewska

tel. 601 575 459, e-mail: amajewska@gwo.pl
Joanna Markowska

tel. 605 056 011, e-mail: jmarkowska@gwo.pl
Michat Moskal

tel. 601 574 758, e-mail: mmoskal@gwo.pl
Stawomir Sakowski

tel. 601 630 078, e-mail: ssakowski@gwo.pl

woj. opolskie

Dorota Henel-Kociotek

tel. 695 750 153, e-mail: dkociolek@gwo.pl
Justyna Rejter

tel. 601 330 630, e-mail: jrejter@gwo.pl
Marta Wilczynska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl

woj. podkarpackie

Stawomir Buczynski

tel. 601 577 752, e-mail: sbuczynski@gwo.pl
Jaromir Pajda

tel. 607 774 405, e-mail: jpajda@gwo.pl

woj. podlaskie

Beata Krajewska

tel. 695 730 007, e-mail: bkrajewska@gwo.pl
Joanna Markowska

tel. 605 056 011, e-mail: jmarkowska@gwo.pl

woj. pomorskie

Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Magdalena Oleszczuk

tel. 601 450 200, e-mail: moleszczuk@gwo.pl
Michat Patczynski

tel. 601 576 552, e-mail: mpalczynski@gwo.pl

woj. $laskie

Magdalena Brzazgacz-Wichrowska

tel. 601 250 058, e-mail: mbrzazgacz@gwo.pl
Piotr Chlebosz

tel. 601 990 774, e-mail: pchlebosz@gwo.pl
Dorota Henel-Kociotek

tel. 695 750 153, e-mail: dkociolek@gwo.pl
Jolanta Miziewicz-Dusko

tel. 601 754 070, e-mail: jmiziewicz@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. Swietokrzyskie

Michat Moskal

tel. 601 574 758, e-mail: mmoskal@gwo.pl
Marcin Oleksy

tel. 607 885 521, e-mail: moleksy@gwo.pl

woj. warminsko-mazurskie

Beata Krajewska

tel. 695 730 007, e-mail: bkrajewska@gwo.pl
Andrzej Kwiatkowski

tel. 607 077 747, e-mail: akwiatkowski@gwo.pl
Michat Patczynski

tel. 601 576 552, e-mail: mpalczynski@gwo.pl

woj. wielkopolskie

Grzegorz Kalferszt

tel. 607 524 800, e-mail: gkalferszt@gwo.pl
Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Marta Wilczyniska

tel. 601 990 728, e-mail: mwilczynska@gwo.pl
Magdalena Woéjcik

tel. 601 578 129, e-mail: mwojcik@gwo.pl

woj. zachodniopomorskie

Mateusz Kisata

tel. 601 990 773, e-mail: mkisala@gwo.pl
Natalia Zwolinska

tel. 605 350 010, e-mail: nzwolinska@gwo.pl

Doktadny obszar dziatania koordynatorow
mozna sprawdzi¢ na koordynatorzy.gwo.pl.





