TWIERDZENIE DARBOUX

sie w rézny sposob, ale na obu ko-
lor przechodzi stopniowo od biatego

do intensywnej czerwieni lub odwrot-
nie. Okazuje sie, ze przesuwajac wzdluz
paskéw linijke ustawiong prostopadle

do nich, natrafimy na miejsce, w kto-
rym na obu paskach natezenie koloru
jest identyczne.

Na prostokatach przedstawionych obok
natezenie koloru czerwonego zmienia .

a X b

Przyjmijmy, ze wspoélrzedna x na osi liczbowej wyznacza potozenie linijki. Niech
p1(x) oznacza intensywno$¢ koloru czerwonego na goérnym pasku odpowiadajaca
punktowi x. Niech p»(x) oznacza intensywno$¢ koloru na dolnym pasku. Przyj-
mijmy, ze najwieksza intensywnos$¢ koloru wynosi 1 (czyli p;(b) = pa(a) = 1),
a najmniejsza wynosi 0 (czyli pi(a) = p2(b) = 0). Mozemy przyjac, ze funkcje p;
i po sa ciagte w przedziale (a;b).

Pokazemy, ze istnieje taka liczba xg, ze p1(xo) = p2(xo), gdzie a < xy < b. Skorzysta-
my z nastepujacego twierdzenia, zwanego twierdzeniem Darboux (czyt. darbu).

Jesli funkcja f jest ciggla w pewnym przedziale (a;b) i f(a) + f(b), to funkcja f
przyjmuje w przedziale (a;b) wszystkie wartosci miedzy f(a) i f(b). Innymi stowy,
dowolna liczba lezqgca miedzy f(a) i f(b) jest wartosciq funkcji dla pewnego argu-
mentu z przedziatu (a;b).

Szczegblnym przypadkiem tego twierdzenia jest na- y f
stepujaca wlasnosc: f(b)

Jesli funkgja f jest ciagta w pewnym przedziale {a;b)
oraz f(a) i f(b) majq rézne znaki, to funkcja f w prze- ‘@ /x() b X
dziale (a;b) przyjmuje wartos¢ 0, czyli f(xo) = 0 dla

pewnego xq € (a;b).

To, wydawaloby sie, niepozorne twierdzenie ma zaskakujaco wiele ciekawych i uzy-
tecznych zastosowan.

Wr6¢my teraz do problemu kolorowych paskéw. Z ciaglosci funkcji p; i po wy-
nika ciaglos¢ funkcji f(x) = p1(x) — p2(x). Zauwazmy, ze f(a) = -1 i f(b) = 1.
Zatem musi istnie¢ liczba xo € (a;b), taka ze f(xp) = 0. Wowczas pi1(xo) = p2(xo).

Uwaga. Warto doda¢, ze twierdzenie Darboux co prawda pozwala na stwierdzenie, ze
punkt x( istnieje, ale nie pozwala na wskazanie tego punktu.
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1. Postaniec wyruszyl w droge rano o godzinie 7% i dotarl do celu w potudnie.
Nastepnego dnia wyruszyl w droge powrotna tez o godzinie 7°°. Wracat doktadnie
ta sama trasa, ale w innym tempie niz dnia poprzedniego, a mimo to droga zajeta
mu ponownie 5 godzin. Udowodnij, ze w pewnym punkcie trasy postaniec znalazt
sie drugiego dnia dokladnie o tej samej godzinie co dnia poprzedniego.

Wskazowka. Niech f(x) oznacza odlegtos¢, jaka pokonal postaniec pierwszego dnia o godzi-
nie x, i niech g(x) oznacza odlegto$¢, jaka pozostata postancowi do pokonania o godzinie x
drugiego dnia. Rozpatrz funkcje h(x) = f(x) — g(x).

Pokazemy teraz, jak mozna, korzystajac z twierdzenia Darboux, znalez¢ przyblizo-
ne rozwigzanie rownania x3 + x — 60 = 0.

Najpierw znajdujemy dwa argumenty funkcji f(x) = x3+x—-60, dla ktorych jej warto-
$ci maja rézne znaki. Latwo stwierdzié, ze f(1) <0 i f(5) > 0. Z twierdzenia Darboux
wynika, ze istnieje liczba xo € (1;5) taka, ze f(xo) = 0. Mozemy tez powiedzie¢, ze
Xo ~ 3 z bledem 2 (zob. rysunek 1).

Jesli f(3) # 0, to mozemy wskaza¢ krotszy przedzial, w ktérym jest liczba xo,
i podac jej warto$¢ z mniejszym bledem (zob. rysunek 2). Kontynuujac ten proces,
mozemy podawac przyblizenia xo z coraz mniejszymi btedami.

@ f5)>0 @ f(5)>0 ©) f4)>0
1 5 1 3 5 1 3 A4 5
fA)<0 23 f3)<0 y ~4 f3)<0 y ~35
z btedem 2 z btedem 1 z btedem 0,5

2. Oblicz przyblizona warto$¢ rozwiazania powyzszego réwnania z btedem 0,25.

Uwaga. Opisana metoda pozwala znalez¢ przyblizenie jednego rozwiazania réwnania. Nie
wiemy natomiast, czy rownanie to nie ma innych rozwiazan w przedziale (1;5).

3. Korzystajac z wyzej opisanej metody, znajdz przyblizona warto$¢ rozwiazania
réwnania x> + 2x2 -5 = 0 z btedem 0,5.

Co dalej?

1. Niezaleznie od ksztattu figury ptaskiej
mozna ja podzieli¢ linig prosta na dwie cze-
$ci o réwnych polach. Wyjasnij, dlaczego.

2. Uzasadnij, ze dowolne réwnanie wielo-
mianowe nieparzystego stopnia ma co naj-
mniej jedno rozwigzanie.

3. Udowodnij, ze w kazdej chwili istnieja na
rowniku takie dwa punkty lezace na kran-
cach jego Srednicy, w ktoérych panuja takie
same temperatury.
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